Topologia

Tehtavat 1:1-1:8

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtévi 1:1: Olkoon X joukko ja (7;);es perhe X topologioita. Osoita,
ettd T =({7;:7 € J} on myos X:n topologia.

Ratkaisu:

(T1) Olkoon U; € T, i € I. Tillsin U; € T,,Vi € I ja ¥j € J. Siis
H{U; - ielyeT,Vjed, joten | {U; : ielye({T, : jeJ}=T.

(T2’) Olkoon U,V € T. Tillsin U,V € T;,¥j € J, joten UNV € T;,¥j € J.
SisUNV e({T; : jeJ=T.

(T3) 0 e T;,¥j € J,joten D € ({T; : j€J}=T. Samoin X € T.

.. T on X:n erds topologia. O



Tehtévi 1:2: Olkoon X joukko ja (7;);es perhe X:m topologioita. Osoita,
ettd T = J{7T; : j € J} el aina ole X:n topologia.

Ratkaisu:

Olkoon X = {1,2,3}. Olkoon 71 = {{1},0, X'} ja T = {{2},0, X}. Selvisti
T1 ja Ty ovat topologioita. Talloin 7 =77 U Ty = {{1},{2},0, X}, mutta
{1} U {2} ={1,2} ¢ T, joten (T1) ei toteudu.

.. T ei ole X:n topologia. (J



Tehtdvi 1:3: Joukon X kofiniitti topologia sisaltaéd (:n lisdksi ne joukot
U C X, joiden komplementti CU on direllinen. Osoita ettd timi todella on
X:n topologia ja ettd X on Hausdorff, jos ja vain jos X on &érellinen.

Ratkaisu:

T={UcX : #0U < o0} U {0}

(T1) Olkoon U; € T,Vj € J. Téllsin #0U; < 00,Vj € J, joten De
Morganin nojalla CU{U; : j € J} =N{CU; : j e J} cCU, = #CU{U; :
]GJ})SCU1<OO:>U{UJ : jGJ}GT

(T27) Olkoon U,V € T. Tallsin #CU, #CV < oo eli De Morganin nojalla
UNnV =CCuulv). siis C(UNV) =CUulV, joten

#LUNV) < #0U + #0V < 0. Siis U NV € T.

(T3) 0 € T ja #LX = #0 =0 < oo, joten X € T.

.. T on X:n topologia.

Olkoon X #irellinen ja z,y € X,z # y. Nyt #0{z} = #X \ {2} eli

{z} € T. Samoin {y} € T. Koska {z} N {y} =0 ja {z} on x:n ympérists ja
{y} on y:n ympéristé, X on Hausdorff.

Olkoon X Hausdorff ja z,y € X, x # y. Olkoon z € U € T ja U x:n
ympéristo. Olkoon y € V € T ja V y:n ymparisto. Koska X on Hausdorff
niin voidaan valita ympéristot U ja V s.e. U NV = (). Siis (T2):n nojalla
UNV eTeli #0(UNV) = #00 = #X < co. Siis X on iérellinen.

.. X on Hausdorff, jos ja vain jos X on #arellinen. [J



Tehtéva 1:4: Todista, ettd kun 7 on kokoelma, johon kuuluvat 0, R ja
kaikki muotoa |a, 00| olevat vilit, a € R, niin se on R:n topologia.

Ratkaisu:
T ={la,00[: a € R}U{0} U{R}.
(T1) Olkoon a; € R,j € J. Nyt U{Ja;,00[: j € J} =]inf;es{a;},o0le T,

jos infc{a;} > —o0. Jos inf;c;{a;} = —oo, niin

Ulla,00[: j€J} =ReT.
(T2’) Olkoon a,b € R,a # b. Nyt |a, co|[N]b, oo[=] max{a, b}, co[€ T.
(T3) ,ReT.

.. T on R:n topologia. [J



Tehtidva 1:5: Maaritd yksion {0} sulkeuma topologiassa

T ={la,00]: a e R}U{0} U {R}.



Tehtéavi 1:6: Olkoon X topologinen avaruus. Todista, etta:
(1) Suljettujen joukkojen mielivaltainen leikkaus on suljettu.
(2) Suljettujen joukkojen #érellinen yhdiste on suljettu.

(3) 0 ja X ovat suljettuja.

Ratkaisu:
Olkoon X topologinen avaruus.

(1) Olkoon U; C X suljettu Vj € J. Nyt De Morganin ja (T1):n nojalla
CN{U; : jeJ})=U{CU; : j € J} C X jaavoin, koska CU; C X ovat
avoimia Vj € J. Siis (\{U; : j € J} C X on suljettu.

(2) Olkoon U; C X suljettu Vj € J, missd #J < oo. Silloin De Morganin ja
(T2):m nojalla C(U{U; : j € J})=N{CU; : j € J} C X on avoin, koska
CU; C X ovat avoimia Vj € J. Siis J{U; : j € J} C X on suljettu.

(3) 00 = X ja CX =0, joten §) ja X ovat suljettuja. OJ



Tehtédva 1:7: Olkoon T niiden joukkojen U C R kokoelma, joilla U = () tai
R\ U on numeroituva. Osoita, ettd 7 on R:n topologia. Onko avaruus
Hausdorff?

Ratkaisu:
T={UCR : U=0tai R\ U on numeroituva}.

(T1) Olkoon U; € T,Vj € J. Silloin R \ U; on numeroituva Vj € J. De
Morganin nojalla saadaan

CUHU; - 7€) =N{R\U; : jeJ} CR\ Ui, joka on numeroituva.
Siis R\ U{U; : j € J} on numeroituva, joten (J{U; : je€ J} e T.

(T2%) Olkoon U,V € T ja R\ U ja R\ V numeroituvia. Tall6in De
Morganin nojalla R\ (UNV) = (R\U)U(R\ V) ja timi on numeroituva,
koska R\ U ja R\ V olivat numeroituvia.

(T3) D e T ja#R\R=+#0 =0 < oo, joten R € T.
.. T on R:n topologia.

Olkoon z,y € R,z # y. Olkoon x € U € T ja U z:n ympdiristo. Samoin
olkoon y € V € T ja V y:n ymparisto. Nyt jos

UNV =R\ (R\UUR\V)=0=(R\U)UR\V)=R =

R\ U tai R\ V on ylinumeroituva. TAmé on ristiriita, sillda R\ U ja R\ V
olivat numeroituvia. Siis U NV # 0.

. (R, T) ei ole Hausdorff. OJ



Tehtava 1:8: Olkoon X déreton avaruus, jonka kaikki dérettomét
osajoukot ja () ovat avoimia. Osoita, ettd X on diskreetti.

Ratkaisu:

T={ACX : #A =00} U{0}.

(T1) Olkoon U; € T,j € J. Selvasti # | J{U; : j € J} = o0, joten

H{U; : jeJ}eT.

(T2) Olkoon U,V € T, U #D #V jaU # X # V. Osoita, etti UNV € T.
(T3) O € T ja koska X on &éireton niin X € T.

.. T on X:n topologia.

Olkoon A € T Silloin selvisti A € P(X), joten siis T C P(X). Oletetaan
nyt ettd A € P(X) ja oletetaan, ettd A # (). Voidaan kirjoittaa
A=J{{z} : x € A}. Valitaan jono (z;) = (z1,x2,...), missi

x; # x;,Vi,7 € Nja z; € X,Vi € N. Valitaan

U={x1}U{{z;} : i=2nkunn € N} ja

V={x}U{{x;} : i=2n+1kunn € N}. Télloin U,V € T, joten
UNV ={x} € T. Koska z; voidaan valita mielivaltaisesti, on yksi6 avoin
X:ssdeli A e T. Siis P(X) CT.

. T =P(X) eli X on diskreetti.



