Topologia

Tehtavat 1:9-1:15

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtava 1:9: Olkoon X avaruus ja A C X. Todista:
(a) 00A C 0A.

(b) Jos A on suljettu, niin 00A = JA.
(¢) Aina 000A = 00A.

Osoita esimerkilla X =R, A = Q, ettd a-kohdassa ei aina pide yhtalo.



Tehtdvd 1:10: Olkoot A ja B avaruuden X erillisid avoimia osajoukkoja.
Osoita, ettd joukot intA ja int B ovat erillisia.

Ratkaisu:

A, B C X ovat avoimia ja AN B =0 = B c (A C X jaCA on suljettu.
Lauseen 1.12(3) nojalla siis saadaan B C CA ja vastaavasti A C_CB. o
Nyt lauseen 1.14(4) ja lauseen 1.12(8) nojalla intA NintB = CCANCCB =
CCAUCE) = CCAUCE) = CC(ANB) = int(A N B).

Siis B o - o
int ANint B = int(ANB) C int(CANCB) = intC(AUB) = C(AU B) = CANCB.
Toisaalta i{lt/_l N int_B = ir_lt(/_l N B) C AN B, joten

intANintB c ANBNCANCB=0n0=0.0




Tehtéavi 1:11: Olkoot A ja B avaruuden X suljettuja osajoukkoja, joilla ei
ole sisépisteiti. Osoita, ettd joukolla A U B ei ole sisédpisteitd (tdmé on
vaatimaton adrellinen versio Bairen lauseesta 10.9).



Tehtéavi 1:12: Olkoot d ja e joukon X metriikkoja, ja olkoon
d(z,y) < e(z,y) kaikilla z,y € X. Osoita, ettd Ty C 7T..

Ratkaisu:

Ta={UCX : Ve eU3Ir>0s.e Byr,r) C U}, missi

Bi(z,r)={ye X : d(z,y) <r}.

Heti nahddén, ettd d(z,y) < e(x,y) Vo,y € X = B(x,r) C By(z,r) VY €
Xjar>0="T;C 7. O



Tehtdva 1:13: Olkoon X avaruus ja A C X. Osoita, ettd seuraavat ehdot
ovat yhtapitavit:

(1) A on tihed X:ssé.

(2) A kohtaa X:n jokaisen avoimen epétyhjin osajoukon.

(3) intCA =0

Ratkaisu:
Osoitetaan ensiksi, ettd (1) < (3): intCA =C0CA=CA=0 < A = X.

Osoitetaan, ettd (1) = (2): Olkoon B C X avoin ja B # (). Vastaoletus:
ANB=0.

Siis lauseen 1.12(3) ja (1):n nojalla saadaan
AclB=A=XclB=C(B=X < B=0, miki on ristiriita.

ANB#£0).

Osoitetaan, ettd (2) = (1): Oletetaan, ettd (A # (. Koska CA C X on avoin
niin (2):n nojalla:

0 #£CANAcCANA=(, miki on ristiriita.
A=0esA=X.0



Tehtava 1:14: Olkoon X joukko, jonka jokaista osajoukkoa A C X kohti
on annettu sellainen joukko A C X, etti kohdassa 1.16 mainitut
Kuratowskin ehdot (K1)-(K4) ovat voimassa. Olkoon 7 niiden joukkojen
V C X kokoelma, joilla CV = CV. Todista:

(a) 7 on X:m topologia.

(b) Joukko A on A:n sulkeuma topologiassa T kaikilla A C X.



Tehtéavi 1:15: Olkoon A, A, ... jono avaruuden X osajoukkoja. Jonon
(topologinen) lim sup on niiden pisteiden z € X joukko, joiden jokainen
ympéristd kohtaa A;:n ddrettomén monella indeksilld j € N. Jonon lim inf
on niiden pisteiden € X joukko, joiden jokainen ympéristé kohtaa A;:t
lukuunottamatta darellistd maarasd indekseja j, ts. jostakin indeksista

Jj = jo alkaen.

(a) Osoita, ettd ndmaé joukot ovat suljettuja.

(b) Osoita, ettd ne eivit muutu, jos joukot A; korvataan sulkeumillaan.
(c¢) Anna esimerkki tapauksesta, jossa

liminf A; = () # limsup A;.
j—o0

Jj—00

Ratkaisu:
A, As, ... C X

As =limsupA; ={x € X : YU C X s.e. U on avoin jaz € U pitee UNA; 0 Vj € J,

j—00

kun J C N, #J = oo}

A;=liminf A; ={x € X : YU C X s.e. U on avoin jaz € U pitee UNA; # 0 Vj > jo,

Jj—o0

Jo € N}

(a) Osoitetaan, ettii CA,,CA; C X ovat avoimia. Nyt:

CA,={r € X : 3U C X s.e. U on avoin ja x € U piitee U N A;, = 0 jollakin j, € J,
kun J C N, #J = oo}

CA;={z€ X : 3U C X s.e. U on avoin jax € U piitee U N A; = 0 Vj > jo,
Jo € N}

Va € CA, valitaan U(z) C X, joka on avoin, s.e. x € U(z) ja
U(x)NAj, =0, jollakin j, € J C N. (¥)

Olkoon g € CA,. Osoitetaan, etti U(xg) C CA,, jolloin lauseen 1.5 nojalla
CA, C X on avoin eli A, on suljettu.



Olkoon siis y € U(zg). Koska zy € CA, niin 3j,, € J C N s.e.

Ul(xo) N Aj,, = 0. Valitaan j, = ja, ja U(y) = U(x), jolloin siis 3U(y) C X,
joka on avoin, s.e. y € U(y) pitee U(y) N A;, = 0 jollakin j, € J eli siis

y € CA,.

Kuten edelldi kiiytetiifin lausetta 1.5 ja osoitetaan, ettii (A; C X on avoin.
(*) uudestaan, silld erolla ettd Vj, > jo.

Olkoon taas zy € CA; ja y € U(z). Valitaan taas j, = ju, ja U(y) = U(x),
jolloin siis U (y) C X, joka on avoin, s.e. y € U(y) pétee

Uly)NAj, =0, Vj, > jo. Siis on taas osoitettu, etti eli siis U(zo) C CA; eli
CA; € X on avoin.

5 Ag, A; € X ovat suljettuja.
(b) Pitéé osoittaa, ettd A, = Ay = limsup A; ja A; = A; = liminf A;.

j—r00 J—00
Koska UNA; CcUN Aj Vj € J C N niin selviisti A, C A, ja A; C A,.
Tiytyy siis osoittaa vain ettd A, C A, ja A; C A,.

Olkoon z € As._ Olkoon U C X, U on avoin, s.e. x € U. Merkitaan
V =UUJ CA;. Nyt V C X on avoin ja z € V. Lisiiksi:
jeJ
ieJ
silla jos - -
A;NCA, =0VieJ= A; C A Vied
= A] = ﬂ Az = VakiO.
ieJ
Edelld kiytettiin lausettta 1.12(3).
Siis jos 3j,i € Ns.e. A; # A; eli A; # vakio Vi € J niin |J (A4; NCA4;) # 0.

~ ’ ieJ
Tapauksessa A; = vakio = A Vi € J néihddén sulkeuman mééritelmésta
1.10, ettd Ay, =A=A=A,.
A=A,

Olkoon z € fli.iOlkoon U C X, U avoin, s.e. x € U. Merkitaan B

V=Uu {J CAJ-, missd jo € N ja jo on se indeksi, josta alkaen jokainen A;
J=>Jo

kohtaa U:n. Nyt V C X, V on avoin, ja z € V. Samoin kuin edelld saadaan



Aj = N A; = vakio, jos A; NCA; = 0 Vj > jo. Kuten edelld, jos
ijo )

(C) X :N,T:%is :P(N),Al = {1},A2 :®,A3 = {1},A4 =
®7"'7A2n+1:{1}514211:@’---

Jos z € X niin x € {z} C X on avoin ja {x} N Ay, =0Vn €{0,1,2,...}.

Siis liminf A; = 0.

J]—00

Toisaalta valitsemalla J = {2n+1 : n €{0,1,2,...}} saadaan
1 €limsup A; # 0. O

Jj—00
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