Topologia

Tehtavat 2:1-2:6

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtiva 2:1: Osoita, ettd vili [a, b] on avoin ja suljettu topologisessa
avaruudessa (R, Tpa). Méadritd vilin |0, 1] sulkeuma ja reuna.

Ratkaisu:

{la,b[: a,b € R,a < b} on Tpa:n kanta.

Kannan mééritelman 2.1(1) nojalla [a, b[ on avoin, kun a,b € R, a < b.

Nyt E[av b[ = ] — 00, (Z[U[b, OO[ = ( U [_na CLD U ( U [ba n[) Koska
n>|al,n€EN n>|b|,neEN

[—n, a[ ja [b,n[ ovat avoimia Tpa:ssa, kun n > |a, |b|,n € N, niin topologian

médritelmén (T1) nojalla myds yhdisteet ja niiden yhdiste ovat avoimia.

Siis Cla, b on avoin eli [a, b] on suljettu (R, Tpa):ssa.

Koska Tiay C Tpa niin |0, 1] on avoin (R, Tpa):ssa. Edellisen nojalla [0, 1] on
suljettu (R, Tpa):ssa, mistd seuraa lauseen 1.12(8) nojalla etta:

[0,1] = [0, 1[= {0}u]0, 1[ = {0} UJ0,1[ = ]0, 1[ = [0, 1[\{0}
Merkitsemilld {0} = () [—2, 2[ ndemme lisiiksi, ettd {0} on suljettujen

Tnon
neN
joukkojen (numeroituvasti) ddrettéménd leikkauksena suljettu. Siis

{0} = {0}. Saadaan siis |0, 1] =]0, 1[. Lauseen 1.14(7) nojalla saadaan
9]0,1[=10,1[\]0, 1[= 0. O




Tehtidva 2:2: Tutki seuraavista kokoelmista B C P(R), mitki niista ovat
R:n jonkin topologian kantoja:

(a) B={lx — 1L,z +1[: z € R},

(b) B={[-1/n,1/n] : n €N},

(¢) B={]a,b[U]c,00[: a,b,c e R, a <b<c}.

My®dnteisessa tapauksessa vertaa saatua topologiaa R:n tavalliseen
topologiaan ja méadritd vélin ]0, 1] sulkeuma.

Ratkaisu:

(a) Selvisti (K2) ei toteudu, silld esim. | — 1,1[,] — 3, 2[6 B, mutta
|-1L1Nn]-33=]- ,1[JaJ0s valitaan = = 0 niin esim.
|—1L1[¢]—3.1[ Kuvamnollisesti voisi sanoa, ettd aina

|(z +1) — (x — 1)| = 2, joten vilin |x — 1,z + 1] pituus on 2 eikd se mahdu
pituudeltaan 2:ta pienempiin véleihin, kuten véliin | — %, 1[, jonka pituus on
vain 2.
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(b) Selvisti (K1) ei toteudu, silla |JB = [—1,1] # R.

(¢) Kun ¢ — —o0 niin huomataan, etti | JB = R eli (K1) toteutuu. Kun
B1 :]al, bl[ U ]Cl, OO[ ja BQ :]CLQ, bg[ U ]CQ, OO[ niin

By N By = Jmax(cy, ¢3), 00| tai

By N By = Jmax(ay, az), min(by, be)[ U Jmax(cy, c2), 00[€ B (on olemassa
kolmaskin mahdollisuus leikkaukselle By N By. Nimittédin jos toinen
joukoista siséltyy tdysin toisen hdntadn. Silloinkin leikkaus By N By € B).
Jos By N By = Jmax(cy, ¢), 00| niin selvésti Vo € By N By 3B € B s.e.

B C By N By. Siis (K2) toteutuu ja B on jonkin R:n topologian 7 kanta.

Ja,b[Cla, b[ U ]c, o0l joten lauseen 2.12 nojalla Ty, C 7. Koska
Ja, b Ule, ool€ Tiay kaikilla a, b, ¢ € R (koska |c, 00[= | ¢, n[) niin

neN
T = 7%av-

Jos x < 0 niin z €]z — 1,0[ U ]2, 00[= A. Nyt A on avoin (R, 7T ):ssa (koska
se on kanta-alkion muotoa) ja lisiksi ANJ0, 1[= (), joten lauseen 1.11 nojalla
z ¢ 10, 1[. Samoin jos > 1 niin x €]1,2 + 1[U ]z + 2, 00[= B, missi B on
taas avoin, ja BN]0,1[= 0, joten taas = ¢ |0, 1[. Siis jos x < 0 tai > 1 niin

x ei ole ]0, 1[:n kasautumis- tai erakkopiste. Jos sitten = € [0, 1] niin selvésti
kaikille z:n ympéristéille U on UN]0, 1[# (. Siis ]0, 1] = [0, 1]. O




Tehtava 2:3: Osoita, ettd vaakasuorat janat
J(a,b,c) ={(z,y) €R?* : a <z <b,y=c},jossa a,b,c € R, muodostavat
tason R? erdin topologian kannan. Miki on kiekon B? sulkeuma?

Ratkaisu:
B={J(a,b,c) : a,b,c e R}

Selvisti (K1) toteutuu eli | B = R?. Myos (K2’) toteutuu, koska kokoelman
alkioiden leikkaus on joko ) tai (x-akselin suuntainen) jana. Siis B on R*n
erddn topologian kanta.

Kiekko B? = {(x,y) € R* : 2® + y? < 1} ja viitetiin, etta

B2 = {(z,y) e R? : 22 +9> <1}\ {(0,1),(0,-1)} eli etti

B2 =(B%? U S\ {(0,1),(0,—1)}. Kuvainnollisesti voidaan sanoa, ett
kiekon sulkeuma koostuu kiekon B? ja ympyrin S? yhdisteesti
vahennettyné pisteet (0,1) ja (0, —1). Perustelu on seuraava. Selvésti
V(z,y) € R? 2% + y* < 1 pisteilld (paitsi (0,1) ja (0, —1)) kaikki
ympéristdjanat koskettavat B?:ta. Pisteet (0,1) ja (0, —1) ja#vit pois,
koska jana J(a,b,1) N B?> =0 ja J(a,b,—1) N B% = (). Pisteilld (0,1) ja
(0, —1) on siis ympiristot, jotka eivit koske B%:ta, joten ne eiviit kuulu
B?:n sulkeumaan. O]



Tehtiva 2:4: Osoita, ettd kokoelma B = {[a,b] : a € Q,b € R\ Q,a < b}
on R:n erdén topologian kanta. Todista:

(2) Tray C T,

(b) T ¢ 71)&7

(C) 71)3 ¢ T

Ratkaisu:

Selvésti (K1) toteutuu eli | JB = R. Myos (K2') toteutuu, koska kokoelman
alkioiden leikkaus on joko ) tai muotoa [a,b], missd a € Q,b € R\ Q ja
a < b. Siis B on R:n erddn topologian 7 kanta.

(a) Olkoon = € By € By, missi By on Ti,y:n kanta. Siis By =|a, b[ jollakin
a,b € R a < b. Valitaan vililtd |a, z[ rationaaliluku ¢ € Q ja vililta |x, b]
irrationaaliluku d € R\ Q. Télloin = € [¢,d] = By C By, joten lauseen 2.12
nojalla Tiay C 7.

(b) Olkoon By = {[a,b[: a,b € R,a < b} eli By on siis Tpa:n kanta.
Valitaan lauseessa 2.12 x = 7 ja By = [1, w]. Selviistikdin ei ole olemassa
puoliavointa vilid [a, b[ s.e. [a,b[C [1, 7], mutta ettd kuitenkin olisi

7 € [a,b|. Siis lauseen 2.12 nojalla T ¢ Tpa.

(c) Olkoon taas x = 7w ja B3 = [, 4[. Selvistikdédn ei ole olemassa sellaista
valid [a, b], ettd m € [a,b] C [, 4], mutta kuitenkin a € Q. Siis lauseen 2.12
nojalla Tpa ¢ 7. O



Tehtdvi 2:5: Olkoon U(a,t) = {a} U [t, 00, kun a,t € R. Osoita, etti
joukot U(a,t) muodostavat joukon R erdéin topologian kannan. Todista
saadusta avaruudesta (X, 7):

(a) X ei ole Hausdorff.

(b) X ei ole diskreetti.

(c) Jos A C X on ylhaalta rajoitettu, niin A on diskreetti.

(d) Maérita joukkojen ]0, 1 ja N sulkeumat.

Ratkaisu:
B={U(a,t) : a,t € R}.

Selviisti (K1) toteutuu eli |JB = R.

Ula,t;) NU(b,ts) = U(a, max(t1,t3)) € B, jos a =b. Jos a # b niin

U(a,t;) NU(b,ty) = [max(t1,ts), 00| (kuten tehtéviissi 2:2(c) on olemassa
myo6s kolmas mahdollisuus, jossa leikkauksen toinen jasen sisiltyy toisen
héntdén, mutta silloin leikkaus kuuluu B:hen). Kaikille z € [max(t1, ts), 00|
voidaan valita U(z, max(ty,t2) + |z|) = {z} U [max(ty,ts) + |z|, 0] s.e.
U(z,max(ti,t2) + |z|) C [max(t,t2), 0o[. Siis (K2) toteutuu eli B on
topologian T kanta.

(a) Olkoon a,b € X,a # b, ja olkoon U C X a:n ympéristé ja V C X bn
ympéristd. Lauseen 2.4(2) nojalla 3U(d',t,) € B s.e. U(d',t,) C U ja
samoin U (V',t,) € B s.e. UV, t,) C V. Koska

0 +£U(d t,) NUW,t,) CUNYV niin siis UNV # 0 eli X ei ole Hausdorff.

(b) Diskreetti avaruus on aina Hausdorff, joten (a)-kohdan nojalla X ei ole
diskreetti.

(c) Olkoon A C X, A ylh#élta rajoitettu ja o € A. Taytyy osoittaa, ettd z
on erakkopiste. Olkoon sup A A:n pienin ylidraja. Nyt

U(x,supA+1) ={z} U[sup A+ 1,00[C X on avoin z:n ympéristo. Koska
x < sup A niin U(z,sup A+ 1) N A = {x}. Siis x on erakkopiste ja A siis
diskreetti.

(d) 10, 1[ on ylhaaltd rajoitettu (sup |0, 1[ = 1), joten (c)-kohdan nojalla se
on diskreetti. Siis kaikki |0, 1[:n pisteet ovat erakkopisteité. 0 ja 1 eivit ole
kasautumispisteitd, koska 0 € {0} U [1,00[ ja 1 € {1} U [2,00[ ja ndmé
ympéristot eivét leikkaa |0, 1[:t4. Muut pisteet z < 0 tai z > 1 eivét
selvistikddn voi myoskdan olla kasautumispisteité, koska niillikin (kuten
0:lla ja 1:114) on ympérist6t, jotka eivit leikkaa ]0, 1[:td. Siis ]0, 1] =0, 1[.
Muistin virkistykseksi N = {1, 2, 3,...}. Kaikki reaaliluvut R ovat N:n
kasautumispisteitd, koska jos z € R ja x € U(a,t), missé a,t € R, niin



#U(a,t) NN = oo eli (U(a,t)NN)\ {r} # 0. Siis N=X =R.



Tehtédvi 2:6: Osoita, ettd jos #X < 1, niin X:n ainoalla topologialla on
tasmaélleen kaksi kantaa.

Ratkaisu:

Jos #X = 0 niin sen ainoa topologia on {(}. Jos #X = 1 niin ainoa
topologia on Tini = 10, X}

Tapaus #X = 0: kanta on B; = {0}.
Tapaus #X = 1: kanta on By = {X}.

. Jos #X < 1 niin X:n ainoalla topologialla on tdsmalleen kaksi kantaa. [J



