Topologia

Tehtavat 2:7-2:11

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtiva 2:7: Mikii on R3:n tasojen virittimi R3:n topologia?

Ratkaisu:
A:{{(ZI},y,Z)ERS : a$+by+czzd} : CL,b,C,dER}.

Jokaisen R3:n pisteen lipi voidaan piirtii taso, joten selvisti A = R3? eli
A on R%:n peite. A C P(R?) siis virittii jonkin R*m topologian 7.

Tarkastellaan ensiksi karteesisen koordinaatiston xyz origoa. Selviisti se on
kolmen tason leikkauksessa: nimittiin xy-, xz- ja yz-tasojen. Néiden tasojen
leikkauspiste voidaan tietenkin kuvitella mihin tahansa R3:n pisteen
kohdalle, joten siis yhden pisteen joukko on avoin (R3, T ):ssi. Koska miki
tahansa joukko voidaan antaa yhdisteend yhden pisteen joukoista niin

T = P(R?) = Tg;s eli T on diskreetti topologia. ]



Tehtiva 2:8: Olkoon X = {1,2,...,5}. Osoita, ettd kokoelman
A={A : AC X,#A =4} virittdmé& X:n topologia on diskreetti.

Ratkaisu:
{x} = {x7 a7 b7 C} m {$7 b? C7 d} m {x’ a7 b’ d} m {‘/’U7 a? C? d}

Siis kun {z,a,b,¢,d} = {1,2,3,4,5} = X niin yhden pisteen joukko {z} on
avoin, joten X:n peitteen A (|JA = X) virittdmé X:n topologia T = T;g-
U



Tehtiva 2:9: Olkoon (X, 7)) topologinen avaruus, jossa jokaista pistetta
x € X kohti on annettu jokin z:n ympéristokanta B(x). Osoita, ettd niméa
toteuttavat kohdassa 1.16 mainitut Hausdorffin ehdot (H1)-(H3).

Ratkaisu:

(H1) Jos U € B(x) niin U on z:n ympéristd, joten ympériston méaritelméan
1.4 nojalla z € U.
(H2) Jos U,V € B(x) niin z € U,V edellisen nojalla. Koska B(z) on

ympéristokanta ja koska x € UNV € T niin U NV on x:n ymparisto ja
ympéristokannan mééritelman nojalla 3IW € B(z) s.e. W CUNV.

(H3) Olkoon y € U € B(x). Nyt siis U € T ja koska B(y) on
ympaéristokanta ja U on y:n ympdaristo niin ympdaristokannan maaritelman
nojalla 3V € B(y) s.e. V. C U. O



Tehtava 2:10: Kadnteisesti, olkoon X joukko, jossa jokaista pistettd x € X
kohti on annettu sellainen kokoelma B(z) C P(X), ettd kohdan 1.16 ehdot

(H1)-(H3) ovat voimassa. Sanomme joukkoa A C X avoimeksi, jos jokaista

x € A kohti on olemassa sellainen U € B(z), ettd U C A. Todista:

(a) Avointen joukkojen kokoelma 7 on X:n topologia.

(b) B(x) on x:n ymparistokanta topologiassa 7.

Ratkaisu:
T={ACX : Vre€ AJU € B(z)s.e. U C A}

(a) (T1) Olkoon A; € T jollakin indeksijoukolla J, j € J. Olkoon
z e |J A;. Nyt x € A, jollakin indeksilld j; € J. Koska A;, € T niin

jeJ
U € B(x)s.e. U CA;, C |JA; Siis JAeT.

jeJ jeJ

(T2’) Olkoon U,V € T, U # () ja V # 0. Oletetaan liséksi, ettd U NV # ()
(jos U NV = ) saadaan vastaus onko UNV € T (T3):ssa). Olkoon
x € UNV. T mééritelmén nojalla Vy € U IW € B(y) s.e. W C U ja
VzeV 3D € B(z)s.e. D C V. Koska x € U,V niin IW € B(x) s.e. W C U
ja 3D € B(z) s.e. D C V.

(H2) =3B eB(x)se. BCWNDcCcUNV.SiisUNV eT.

(T3) D C X ja® C 0, joten @ € T. Toisaalta Vo € X U € B(x)s.e. U C X,
joten X € T.

(b) Olkoon V € B(z). Olkoon y € V. (H3):sta seuraa, etti

Vy eV e B(z) IW € B(y) s.e. W C V. Siis V € T. Lisdksi (H1):n nojalla
x €V eli V on z:n ympéristo. Siis B(x) on kokoelma z:n ympérist6ja. Jos
U on x:n ympéristo eli x € U € T niin 7:n méaaritelmén nojalla 3D € B(x)
s.e. D C U. Siis B(x) on todellakin z:n ymparistokanta. [J



Tehtéva 2:11: Olkoon (H, <) téysin jarjestetty joukko. Osoita, ettd H on
Hausdorffin avaruus jarjestystopologiassa.

Ratkaisu:

Jos #H < 1 niin kirjan mukaan avaruus on Hausdorff. Oletetaan, etté
#H > 2. Koska (H, <) on téysin jarjestetty joukko, voidaan rajoituksetta
olettaa, ettd x,y € Hyx # y jazr <y.

Tapaus #H = 2: x € [z,y[ ja y €]x,y], mutta [z, y[N]z,y] = 0, joten H on
Hausdorff.

Tapaus #H > 3: Tam4i jakautuu kahteen tapaukseen, jotka tutkitaan
seuraavaksi.

Tapaus 1: da € H s.e. z < a < y. Silloin valitaan x:n ympdristoksi joko

[m, al (z voi olla m) tai |b, a[, missd b < x ja y:n ympéristoksi joko |a, M] (y
voi olla M) tai ]a, c[, missd ¢ > y. Nyt:

[m, a[N]a, M] = [m, a[N]a, c[=]b, a[N]a, M] =]b, a[N]a, c[= 0, joten H on
Hausdorff.

Tapaus 2: Aa € H s.e. z < a < y. Silloin valitaan x:n ympéaristoksi joko
[m,y| (z voi olla m) tai |b, y[, missd b < z ja y:n ympéristoksi joko |z, M] (y
voi olla M) tai |z, ¢, missé ¢ > y. Nyt:

fm,yllz, M] = [, ylnke, el=Jb, yllz, M] =Jb, ylr L, c[= 0, joten H on
Hausdorff.

.. H on jarjestystopologialla varustettuna Hausdorffin avaruus. [J



