Topologia

Tehtavat 3:1-3:8

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtdva 3:1: Olkoon X avaruus. Funktio f : X — R on alaspdin
puolijatkuva, jos jokaista a € X ja jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa
sellainen a:n ympéristd U, ettd f(x) > f(a) — € kaikilla z € U. Osoita, ettd
f on alaspéin puolijatkuva tarkalleen silloin, kun f on jatkuva kohdassa
1.2.8 esitetyn R:n topologian suhteen. Anna esimerkki alaspiin
puolijatkuvasta funktiosta, joka ei ole jatkuva.

Ratkaisu:

T ={la,00[: a e R}U{0} U {R}.

T on R:n erds topologia (tehtava 1:4).

Olkoon f alaspiin puolijatkuva. Olkoon a € X ja f(a) € V € T, missa V
on f(a):n ympéaristo: V # () ja V #R. Siis 3b € R s.e. V =]b, oo[. Olkoon

e = f(a) —b> 0. Koska f on alaspéin puolijatkuva niin 3U € T,a € U, s.e.
f(z) > f(a) —e=0bVx € U. Siis fU C V eli f on jatkuva.

Olkoon f jatkuva ja olkoon a € X ja e > 0. Nyt f(a) €]f(a) — €, 00[€ T,
joten |f(a) — €,00[ on f(a):m ympéristd ja fn jatkuvuuden nojalla

AU eT,aeUse. fUC|f(a)— ¢ 0

Siis Ve > 03U € T,a € U, s.e. f(z) > f(a) —eVx € U eli f on alaspéin
puolijatkuva.

o f X — (R, 7) on alaspiin puolijatkuva tarkalleen silloin kun f on
jatkuva.

0, kuinz <0

Olkoon f : (R, Eav) — (R, 7753‘7)’ fla) = { 1, kunz >0

Selvisti f ei ole jatkuva 0:ssa, mutta on alaspdin puolijatkuva, sill
f(0) =0ja f(x) >0 —e€Ve > 0Vz € R. Lisiksi, jos a < 0 niin
f(z)> fla) —e=0—€eVe>0Vx € R jajos a> 0 niin

f(z)> fla) —e=1—€Ve>0jaVe €l0,00[e T.0O



Tehtéavi 3:2: Olkoon X avaruus, A C X ja f = x4 : X — R joukon A
karakteristinen funktio, ts. f(z) =1, kun 2 € A, ja f(z) =0, kun = ¢ A.
Osoita, etté

0A = {x € X : f on epijatkuva pisteessi x}.

Ratkaisu:
{z} = N[z — £,z + %] on suljettu R:ssé.
neN

Olkoon a € intA C A. Téllsin f(a) = 1. Olkoon V € Ti4y 1in jokin
ymparisto.

f(intA) C fA=ffY{1}={1} CV.

Siis jokaista f(a)m ympéristod V' kohti on olemassa a:n ympéristo intA s.e.
f(intA) C V. Siis f on jatkuva kun a € intA.

Tapaus a € extA = intCA C CA ja f(a) = 0 perustellaan samoin kuin
edellinen tapaus.

.. f on jatkuva int A U ext A:ssa.

Olkoon nyt a € OA ja oletetaan, ettéi f on jatkuva a:ssa. Koska X = AUCA
niin f(a) =0 tai f(a) = 1.

Tapaus f(a) = 0: Olkoon V' € T4y 0:n ympéristo, jolloin myos V' \ {1} on
0:n ympéristo. Koska f on jatkuva a:ssa niin 3U, joka on a:n ympéristd, s.e.
fU c V\ {1}. Kuitenkin koska a € A niin U N A # () ja U NCA # 0. Siis:
fUNA)={1} Cc fUCV \{l}elileV\ {1}, mikd on ristiriita.

Tapaus f(a) = 1 palautuu edelliseen tapaukseen, kun korvataan 0 — 1 ja
A — CA.

Koska X = intA UextA U JA saadaan, etté
0A = {z € X : f on epdjatkuva pisteessi x}. [J



Tehtéavi 3:3: Olkoon X sellainen avaruus, etté jokainen kuvaus f: X — R
on jatkuva. Osoita, ettd X on diskreetti.

Ratkaisu:

Edellisessa tehtivissa 3:2 osoitettiin, ettd yhden pisteen joukko
(R, Tiay):ssa on suljettu.

1, kiny =2
0, kuny € X\ {z}

f:n jatkuvuudesta seuraa lauseen 3.3(3) nojalla ettd f~1{0} = X \ {z} on
suljettu, mistdl seuraa ettd C(X \ {z}) = {z} on avoin.

Olkoon z € X ja f(y) = {

.. Kaikki joukot X:ssé ovat avoimia eli X on diskreetti. [J



Tehtidva 3:4: Osoita, ettéd vili [0, 1] voidaan jatkuvasti kuvata kahden
pisteen avaruudelle Y = {0, 1}, jonka avoimet joukot ovat ), {0} ja Y.

Ratkaisu:

Varustetaan véli [0, 1] jarjestystopologialla, jolloin se on avaruus.

0, kun x €]0, 1]
:10,1] = Y, = .
f:10,1] f(z) { L kunz — 0
710 =0, 7140} =]0,1] ja f~'Y = [0,1]. Namai kaikki ovat avoimia, joten

1ausee 3. 3( ) nojalla f on jatkuva. OJ



Tehtidva 3:5: Yhtilo f(z) = —z médrittelee kuvauksen f: R — R. Tutki,
onko f jatkuva, kun seké lihddssi ettd maalissa on topologia Tpa.

Ratkaisu:

[+ (R, Tpa) = (R, Tpa), f(z) = —=

f~Y~a,o0[=] — 00,a] Va € R.

Jos | — 0o, a] olisi avoin niin yhden pisteen joukko {a} =] — 00, a] N [a, 00|

olisi avoin eli Tpa = 7T miké on ristiriita.

Siis | — 00, a] ei ole avoin eli f ei ole jatkuva. O



Tehtéivi 3:6: Osoita, ettd projektio pr; : R? — R on avoin, mutta ei
suljettu kuvaus.

Ratkaisu:
pri:R? = Ropri(z,y) =
B = {]a,b[x]c,d[: a,b,c,d €]0,00[,a < b,c < d} on Ti,y:n erds kanta.

pri(Ja, b[x]c, d[) =|a, b, joka on avoin R:ssi, joten lauseen 3.10 nojalla prq
on avoin kuvaus.

Merkitéin A = {(z,1) € R? : z €]0,00[}. Olkoon Z € CA. Selviisti Ir > 0
s.e. B(#,r) C CA, joten lauseen 1.5 nojalla CA on avoin eli A on suljettu
R2:ssa.

Nyt kuitenkin pry A =]0, co[, mikd on avoin R:ssé. Siis pry ei ole suljettu
kuvaus. [



Tehtidva 3:7: Osoita funktion f(z) = xsinz avulla, ettei lauseen 3.10
vastine esikannoille ole tosi.

Ratkaisu:
f R—=R, f(r)=xsinz
f'(xz) =sinz + zcosx

fl(r)=0=2=—02% = tang

Tarkastellaan vilid z €]0, n[. Talloin x = — tanz vain kohdassa z ~ 2. Siis
£10,w[=]0, zg sin xg] eli f ei ole avoin kuvaus. Kuitenkin

f] — o0, al= fla,o0[= R ovat avoimia R:ssé, joten lauseen 3.10 vastine
esikannoille ei ole tosi. [



Tehtéavi 3:8: Olkoon f : R"™ — RP sellainen jatkuva kuvaus, etté

|f(z)| — oo, kun || — oco. Osoita, ettid f on suljettu kuvaus. Osoita tdméin
avulla, ettd jokainen polynomi f : R — R on suljettu. Vihje: ratkaisussa
tarvitaan Topologia osan I tietoja kompaktiudesta.

Ratkaisu:

Heinen-Borelin lause:
Joukko A C R™ on kompakti < A on suljettu ja rajoitettu.

Olkoon A suljettu R™:ssii. Tilloin joukko AN B(0, k) on myds suljettu
Vk € N. Se on my0s rajoitettu, joten se on kompakti. Jatkuva kuvaus f
kuvaa siis sen suljetuksi joukoksi (lauseen 3.11 nojalla). Nyt:
fA=U f(ANB(0,k))

kEN
Osoitetaan induktiolla, ettd fA on suljettu.
Perusaskel: |J f(ANB(0,k)) = f(AN B(0,1)) on suljettu R:ssi.

k=1

n

Induktio-oletus: Selviisti |J f(A N B(0,k)) on suljettu RP:ssi.
k=1

Induktioviite: nCJl f(ANB(0,k)) = O f(ANB(0,k)) U f(AN B(0,n + 1)),
k=1 k=1

missd viimeinen muoto on suljettu, koska kahden joukon yhdiste on
suljettu. Induktioviite on siis tosi.

S fA= U f(ANB(0,k)) on suljettu RP:ssé eli f on suljettu kuvaus.
keN

[ R—=R, f(x)=> apa®, neN.
k=0

Tiedetédn, ettd lim f(x) = lim a,z", joten
T—F00 T—F00

lim |f(x)] = lim |a,||x"| = co. Lisiksi tiedetddn ettd f polynomina on

jatkuva R:ssé. Siis f on edellisen nojalla suljettu kuvaus.

.. Jokainen polynomi f : R — R on suljettu kuvaus. [

Kasittadkseni induktio ei toimi néin, joten tehtédvi jai tekemétta.



