Topologia

Tehtavat 3:17-3:22

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtava 3:17: Todista 3.16:n tulos 2. Neuvo. Kayta edellistd tehtivaa tai
sen neuvoa.

Ratkaisu:

Olkoon f: X — Y jatkuva pisteessd a € X ja F X:n filtterikanta, joka
suppenee kohti a:ta. Merkitain F' = {fA : A € F} ja osoitetaan, ettd F’
on filtterikanta, joka suppenee kohti f(a):ta. Nyt F' C P(Y).

(1) F#£0=F #10,

)¢ F=0¢F,

(3) Olkoon A’, B € F'. Silloin 3A, B € F s.e. A’ = fA ja B' = fB. Koska
myods F on filtterikanta, 3C € F s.e. C' C AN B. Merkitsemalld

C' = fC € F' saadaan

o cftANfIB =Y ANB)=C cAnNnB.

.. F' on filtterikanta.

Olkoon V' f(a)m ympéristd. f on jatkuva a:ssa, joten 3U C f~1V s.e.

a € U ja U on a:n ymparistd. F suppenee kohti a:ta, joten A € F s.e.
AcCU.SiisdA = fAC fU C ff'V =V, missi A’ € F'. Siis F’ suppenee
kohti f(a):ta.

Olkoon sitten F' = {fA : A € F} filtterikanta, joka suppenee kohti
f(a):ta, aina kun F on X:n jokin filtterikanta, joka suppenee kohti a:ta.

Olkoon nyt B C X ja a € B. Tehtévin 3:16 nojalla on olemassa
filtterikanta F C P(B), joka suppenee kohti a:ta. Siis filtterikanta

F' C P(fB) suppenee kohti f(a):ta. Siis taas tehtidvin 3:16 nojalla
(toisinpdin) f(a) € fB. Lauseen 3.2 nojalla siis f on jatkuva pisteessi a. O



Tehtdva 3:18: Kokoelma F C P(X),F # 0, on filtteri X:ssi, jos
(1) 0&F,

(2) A, Be F=ANDBecF,

B)Ae FFACBC X = BEF.

Todista: (a) Jokainen filtteri on myds filtterikanta. (b) Jos F on filtterikanta
X:ssd, niin kokoelma {A C X : A D B jollakin B € F} on filtteri.

Ratkaisu:
(a) Olkoon F C P(X) filtteri.

(1) F #0,

(2) Filtteriehdon (1) nojalla () ¢ F,

(3) Olkoon A, B € F. Koska AN B € F (2):n nojalla ja ANB C AN B,
voidaan merkitd C' = AN B, jolloin filtterikantaehto (3) toteutuu.

(b) Olkoon F filtterikanta X:ssé (F C P(X)). Osoitetaan, ettd kokoelma
F'={AC X : AD Bjollakin B € F} on filtteri. Nyt F’ # (), koska
F #0.

(1) 0 ¢ F', koska 0 ¢ F.

(2) Olkoon A, B € F'. Télloin 3A, B € F s.e. AC A’ ja B C B'. Koska F
on filtterikanta niin 3C € F s.e. C C ANB Cc A N B’. Siis F':n
madritelmin mukaan A'N B’ € F'.

(3) Olkoon A’ e FljaA CcB CcX. AeF =3Aec Fse AcCA. Siis

A cC A C B, joten F':n maaritelmin nojalla B’ € F'. Siis F’ on filtteri. [



Tehtéavi 3:19: Olkoon X = R, jossa on kofiniitti topologia; ks. tehtéiva 1:3.
Mité pisteitd kohti jono 1,2,3,... suppenee?

Ratkaisu:
T={UcCR : #LU < co} U {0}
@N%R7¢<n):n

Merkitdan A(m) = {1,2,...,m} C R, jolloin Vm € N pitee
¢(n) € CA(m) NN ¥n > m + 1. Olkoon a € R ja U a:n ympéristd.

#CUNN) < #0U < 00 = Ing € Ns.e. CUNCA(m) NN =0 Vm > ny.
Olkoon n; = ng + 1, jolloin CU NCA(m) NN =0 Vm > n,.

Nyt
¢(n) € RNCA(ng)NN = (UUCU)NCA(ng)NN = UNCA(ng)NN C U V¥n > nj.

Soen—aeR U



Tehtdva 3:20: Olkoon (R, 7)) tehtéviin 1:7 avaruus. Todista:

(a) Avaruuden jono (x,) suppenee kohti pistettd a, jos ja vain jos on
olemassa sellainen ng, etti x,, = a, kun n > ny.

(b) Piste 0 kuuluu véilin A = [1, 2] sulkeumaan, mutta mikdin A:n jono ei
suppene kohti 0:aa.

(c) Jokainen kuvaus f téstd avaruudesta toiseen avaruuteen toteuttaa
ehdon: jos x, — a, niin f(x,) — f(a). Anna esimerkki, jossa f on
epajatkuva.

Ratkaisu:
T={UCR : R\ U on numeroituva} U {0}
(a) Olkoon (z,) jono, joka suppenee kohti a:ta (avaruudessa (R, 7)).

o
{zx} on numeroituva ¥n € N

k=n

SR\ kf:jn{xk} _ kfjn[:{zk} - kfjn(R \{z}) €T VneN.

Tehd&én vasta-oletus: 3n; € Ns.e. a € kﬁ (R\ {xx}). Siis Ins € N s.e.

Ty, € kﬁ (R\ {zx}) ¥Yn > ny. Siis esim. xn: € R\ {z,,}, mikd on ristiriita.
Siis a ¢ ﬁ R\ {z:}) VneN=>a e [:kfj R\ {z,}) = kf_j {24} VneN.

Olkoon be Rib#ajabe |J{xr} Vne N Koskaa € R\ {b} € T, joten
k=n

dng € Ns.e. z,, € R\ {b} Vn >ns. Nytsiisbe |J {zx} C R\ {b}, miki

k=ns
on ristiriita.

s.odng €Nse ae U {ze}={a} =z, =0a Yn > n,.

k=ng
Oletetaan, ettd dng € N s.e. x,, = a, kun n > ny. Olkoon a € U ja U a:n
ympéristo. Siis x, € U Vn > ng eli x, — a.
(b) Vasta-oletus: 0 ¢ A = 3U € T, missi U on 0:n ympéristo s.e.
UNA=0.
UNA=(0= AcCU eli Aon numeroituva, miké on ristiriita.

s0e A



Vasta-oletus: 3(z,,) : N - A C R s.e. 2, — 0. (a)-kohdan nojalla Ing € N
s.e. r, =0 Vn > ng. Koska x,, € A ¥Yn € N niin 0 € A, miké on ristiriita.

(€ f(R,T)—= (Y. T)
Olkoon z, — a. (a)-kohdan nojalla Ing € N s.e. z,, = a n > ng. Olkoon U
f(a):n ympéristo. Yn > ng f(x,) = f(a) € U eli f(x,) — f(a).

Valitaan f: (R, 7) = (R, Tiay), f = Xp1,2, jolloin f on epdjatkuva pisteissé
J[1,2] tehtévin 3:2 mukaan. Nyt 0 € 9|1, 2], joten J[1,2] # 0. J



Tehtdva 3:21: Todista, ettd jatkuva kuvaus on suljettu, jos ja vain jos
fA = fAkaikilla A C X.

Ratkaisu:

Olkoon f: X =Y jatkuva suljettu kuvaus ja A C X._fZ on suljettu, joten
fAC fA= fA C fA. Lauseen 3.3(4) nojalla fA C fAeli fA= fA.

Olkoon fA = fA VA C X. Taas lauseen 3.3(4) nojalla f on jatkuva. Jos A
on suljettu niin A= A ja fA= fA= fAeli f on suljettu kuvaus. [



Tehtavi 3:22: Olkoot X ja Y Hausdorffin avaruuksia, f : X — Y avoin
jatkuva kuvaus ja #f 'y} < N < oo kaikilla y € Y. Osoita, etté jos
#f~H{y} = N, niin jokaisella pisteelld z € f~'{y} on ympiristo, jossa f on
injektio. Neuvo. Valitse aluksi joukon f~1{y} pisteille erilliset ympéristot.



