Topologia

Tehtavat 5:1-5:8

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtava 5:1: Todista Lause 5.10.

Ratkaisu:

Lause 5.9(1) = E = AN F jollekin F', joka on suljettu X:ssd. Tastd seuraa
heti, ettd kahden suljetun joukon leikkauksena E on suljettu X:ssi. [J



Tehtiva 5:2: Olkoon (X, 7)) topologinen avaruus ja A C X. Todista, etté
seuraavat méaritelméit A:n diskreettiydelle ovat yhtapitavat:

(1) Jokainen A:n piste on A:n erakkopiste.

(2) Relatiivitopologia T|A on diskreetti, ts. T|A = P(A).

Ratkaisu:

Oletetaan (1):

Olkoon x € A ja V x:n ympéristo (eli avoin X:ssd) s.e. VN A = {x}. Siis
{z} =V N Ajollakin V € T, joten {z} € T|A. Siis my6s T|A = P(A).
Oletetaan (2):

Olkoon z € A, jolloin {z} € P(A) = T|A. T|A:n médritelmén mukaan
IV e T se. {z} = ANV eli erakkopisteen mééritelmin mukaan = on A:n
erakkopiste.

(1) e (2). 0



Tehtdva 5:3: Avaruuden X osajoukko A on lokaalisti suljettu, jos jokaisella
pisteelld a € A on sellainen ympéristo U, ettd A N U on suljettu U:ssa.
Todista, ettd A on lokaalisti suljettu, jos ja vain jos A on avoimen ja
suljetun joukon leikkaus.

Ratkaisu:

Olkoon A lokaalisti suljettu ja a € A. Siis 94U, joka on avoin X:ssi, s.e. U on
amm ympéristé ja AN U on suljettu U:ssa. Lause 5.9(1) nojalla 3F, joka on
suljettu X:ssé, s.e. ANU =UNF. Koskaa e A, U niinae ANU=UNF.
Siis ACUNF.Olkoonbe UNF=ANU=be A= UNF C A. Siis
A=UnNF eli Aon avoimen ja suljetun joukon leikkaus.

Edeltéva kappale pitee kisittddkseni vain tapauksessa, jossa A = {a} eli A
on yksio.

Olkoon A avoimen ja suljetun joukon leikkaus X:sséd eli A = U N F, missa
U on avoin ja F' on suljettu X:ssd. Olkoon a € A=UNF = U on a:n erds
ymparist6. Lause 5.9(1) toiseen suuntaan = A = U N F on suljettu U:ssa.
Kahden relatiivitopologiassa T |U suljetun joukon leikkauksena A N U on
suljettu U:ssa. [



Tehtéavi 5:4: Olkoon X = AU B ja E C AN B sellainen joukko, ettd £ on
avoin A:ssa ja B:ssi. Osoita, ettd E on avoin X:ssi.

Ratkaisu:
ECANB=FECA,B.

Lause 5.3 = U,V C X, jossa U ja V ovat avoimia X:ssi, s.e.
E=AnNnU=BnNYV.

U=XNU=(ANnU)U(BNU)=FEUBNU)=UNV =
(ENVYU(ENU)=EnN(UUV).

SisUNV CE=FENE=ANBNUNV CcUNV = E=UNYV, miki on
kahden avoimen joukon leikkauksena avoin X:ssd. [



Tehtdva 5:5: Anna esimerkki avaruudesta X ja sellaisista joukoista
A B,EC X,ettd X = AUB, EN A on avoin A:ssa, £ N B on avoin B:sséd
ja E ei ole avoin X:ssi.

Ratkaisu:

X =R =(-00,0]U(0,00) = AU B, missd A = (—00,0] ja B = (0, 00).
Varustetaan R tavallisella topologialla Ty, jolloin £ = A ei ole avoin
R:ssa. Kuitenkin:

ENA=Aon avoin A:ssa ja ENB = AN B = () on avoin B:ssi. [J



Tehtdvé 5:6: Olkoon A C B C X, ja olkoon A tihed B:ssi. Osoita, ettd A
on tihed joukossa B.

Ratkaisu:

Nyt A C B C B. Kiytetiiin lausetta 5.9(2):
pA=BNA=B=B=(BNA) cBNA=BnA=clzA
cdgA=BNACB

-.clgA = B eli A on tiheil joukossa B. [J




Tehtéva 5:7: Olkoot E, A C X. Osoita, ettd d4(F N A) C ANOJE, missi
04 on reuna A:n relatiivitopologiassa. Anna esimerkki, jossa ndmé joukot
eivit ole samat.

Ratkaisu:

Nyt yleisessi topologisessa avaruudessa X pitee cly0X = Cx=0= 0,
joten cl,CA = 0. Myds cl,0(AU E) C cl,CA = 0. Kiiytetdin mm. lauseita
1.12(8),(9) ja 1.14(5):

OAENA) =clxu(ENA)NcL(ENA) = ca(ENA) N (clsCE Ul LA)

= clu(ENA)NclLE
AN(ENA)N[cda((AuCA) NCE)
AN(ENA) N [cla(ANCE)Ucls(CANCE)]
= AN(ENA)N[cda(ANCE)Ucl(C(AU E)]
AN(ENANANANCE
ANENANANANCE
= ANnENCE
ANOE.

N

Valitaan X = R ja topologiaksi T¢,y. Valitaan A = {0}, E = (0, 1), jolloin
04(ENA) = 040 =0 # {0} n ({0} U {1}) = {0}. OO



Tehtédvi 5:8: Osoita, ettd injektio f : X — Y on upotus, jos ja vain jos f
indusoi X:n topologian.

Ratkaisu:
Oletetaan, etta injektio f : X — Y on upotus.

Olkoon 7 X:n topologia (T C P(X)) ja T’ Y:n topologia (7" C P(Y)),
joiden suhteen f on jatkuva. Merkitdéin 7;, 4:1ld fm 7":sta indusoimaa
topologiaa (T;,q C P(X)).

Lause 4.2 = T;,4 C T.

Olkoon U € T. Télléin 5.16(3’) mukaan fU on avoin fX:ssé eli lauseen 5.3
nojalla 3V € T’ s.e. fU = fX NV. Aina pitee U C f~1fU ja koska f on
injektio niin myds f~' fU C U eli
U=f1fU=f1Xnf'V=Xnf'V=Ff"VeT,

5T = Ting-

Oletetaan sitten, ettd injektio f : X — Y indusoi X:n topologian eli

T = Tina-

f on injektio = f; : X — fX on bijektio.

Lauseesta 4.3 seuraa, ettd f; on homeomorfismi indusoidun topologian
Tind = T suhteen, misté seuraa ettd f on upotus. OJ



