Topologia

Tehtavat 7:0-7:7

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtéavi 7:0: Todista, ettd kohdan 7.18 kuvaus f : X — R on jatkuva
suoraan jatkuvuuden méaritelmén avulla.

Ratkaisu:

Olkoon a € X jaV @R f(a):n ympéristé. Koska {]a,b[: a,b € R,a < b}
on R:n kanta, lauseen 2.5 nojalla Je > 0 s.e. |f(a) — ¢, f(a) + ¢[C V.

Siis jos Ve > 0 1oydetddn U @ X, missd U on a:n ympéristo s.e.

fU C|f(a) — e, f(a) + ¢ niin f on jatkuva pisteessi a.

Olkoon nyt siis € > 0. Koska Y 377 = % niin valitaan ny € N s.e.
=1
] Z 3 9|—|23 i — 2| < £ kaikilla n > ny.
j=n+1
Merkitdén U = ﬂ pr; {a;}. Koska Yissi (X = Y™) on diskreetti
topologia, niin {aj} @Y jasiis U @ X. Lisiksi selvésti a € U, joten U on

siis a:n ympéristo. Nyt jos x € U niin:
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[f(a) = f(2)] =2 37 (e — ;)] = Z 37 (a; — ;)]
Jj=1 j=no+1
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fU Clf(a) —¢, f(a) + €] eli f on jatkuva a:ssa. Koska a oli
mielivaltaisesti valittu, niin f on jatkuva X:ssi. [J



Tehtivi 7:1: Todista, ettii kohdassa 7.18 méiiritelty kuvaus v : I — I? on
jatkuva.

Ratkaisu:

Kirjassa todistettiin, etti funktio ¢ = (g x g)oho fi': C — I? on jatkuva
surjektio. Lihddssd topologia Tiay|C ja maalissa Tiay ge| 12, missi Tiay on
R:n tavallinen topologia ja Ttay g2 on R2:n tavallinen topologia.
Maédritelldiéin ¢ : I — I? kuten kirjassa (ldhdossd topologia Tiay |1 ja
maalissa Tgay g2 [17)-

Jos 1 on jatkuva tavallisen normin x +— ||z||{,y subteen niin se on jatkuva
normin méaarittelemin metriikan suhteen ja siis jatkuva metriikan

madrddman relatiivitopologian suhteen. Riittd4 siis tehd4 (e, §)-tarkastelu
ja todistaa, ettd |1 \ C on jatkuva tavallisen normin suhteen.

Olkoon siis € > 0 jax € [ \ C. Siis Ja,b € C,a < bs.e. x €]a, b].

Tapaus 1: p(a) # ¢(b). Valitaan 6 = min{W, b—a}. Nyt jos

Olitay
y €la,b| ja |x —y| < 0 niin joillakin t,,t, € [0, 1] pitee z = (1 —t,)a + t,b ja

y=(1—t,)a+t,bjasaadaan:

9) ~ olay = I —ta+ £ab) = 0((1 = )+ tD)l
= 0= £2)p() + tp(B) — (1= £)(0) — 0D g
= 1ty =t (@) — Ol
= |z =yl lle(a) = o)l tay
g
@ — ey 19 T O

E.

(Sillii jos b —a < [EOE=CI (b—a)-[le(a) — o0)|ltay < ).

Tapaus 2: ¢(a) = ¢(b). Valitaan 6 = b — a. Nyt jos jos y €|a, b[ niin
2 — | < 8 ja saadaan [14(z) — $(v) lay = 0 <

*. % on jatkuva. [J



Tehtdva 7:2: Todista Lauseen 7.14 kohta (2).

Ratkaisu:
Jos [ Aj = 0 niin A = () (katso todistuksen loppu: A C ] 4;).
jeJ jer

Olkoon z € [] A; ja U @ X x:n ympéristo.

j€J
X:1l4 on kanta, jonka jésenet ovat muotoa B = [[ Vj, missd V; @ X;

j€J
kaikilla j € J ja lisdksi V; = X, kun j € J \ K, missd K on jokin &érellinen
K C J joukko.
Lause 2.6 = x € [[ V; C U, jossa [[ V; on kannan jokin jésen ja V; @ X;.
jeJ jeJ

Koska prj(z) € V; @ X; kaikilla j € J niin sulkeuman mééritelmén 1.10
nojalla V; N A; # 0 kaikilla j € J. Valitaan y € X s.e. pr;(y) € V; N A,
kaikilla j € J. Saadaan:

ye(\pri'(Vindy) = J[vin4)
jedJ jedJ
[TvinIlA
jeJ jeJ
c un]JA:
jeJ

(Silld yleisesti (*): V; N A; CV;jaV;NA; CAjkaikilla j € J =
[T(V;nA4;) cllVija IT(V;NA;) C Il 4; =

jEJ jed jed jed
[T(V;nA4) cIIVin Il 4j).
jeT jeg jeT
Siis U N ] A; # 0, joten z € A.
jEJ
'.II ;%‘C:;I
jeg
Selviisti [] A; on suljettu ja koska A; C A; kaikilla j € J niin A C [] 4;.
jeT jer
Lauseen 1.12(3) nojalla siis A C ] 4;.
jeT
A=11A;. O
jed



Tehtava 7:3: Olkoot X, Y ja Z avaruuksia. Todista, etta
XXYxZ~(XxY)xZ.

Ratkaisu:

Olkoon h: X XY x Z — (X xY) x Z,h = (id x id) x id eli
h(z,y,z) = ((x,y), 2). Kirjan sivun 50 mukaan id X id on jatkuva, koska id
on jatkuva. Siis myo6s h = (id X id) X id on jatkuva.

Injektiivisyys:

((T1,91),21) = (72, 92), 22)
(z1,91) = (72,92) ja 21 = 22
Tl =T, Y1 = Y2jaz = 22
(1,91, 21) = (22, Y2, 22)

h on injektio.

h(z1,y1, 21) = h(x2, Y2, 22)

L

Surjektiivisuus:
Olkoon = = ((a,b),c) € (X x Y) x Z. Talloin h(a,b,c) = z, joten h on
surjektio.

.. h on jatkuva bijektio ja selviisti A1 ((x,v), 2) = (z,v, 2).

h~! komponenttikuvaukset ovat:

(hT)(w,9), 2) = (pr1 o A )((@,9), 2) = 7 = pra(a, y, 2),

() ((w,9), 2) = (pr2 o A=)((2,9), 2) = y = prala. . 2),

(h3 ) (2, y), 2) = (prs o h™")((w,y), 2) = 2z = prs(a,y, 2),

ja ne ovat jatkuvia silld projektiot pr; ovat jatkuvia, kun j = 1,2, 3. Siis
taas sivun 50 nojalla h~! on jatkuva.

LXXY XxZ=(XxY)xZ.0O



Tehtava 7:4: Formuloi ja todista edellisen tehtdvin yleistys tapaukseen,

jossa X =[];c; X; ja on annettu Jun ositus J = {J,c4 K, erillisiksi
osajoukoiksi.

Ratkaisu:

Viite: Olkoon A ositusjoukko ja J = |J K, J:n ositus erillisiksi

acA
osajoukoiksi. Olkoon X; avaruus kaikilla j € J ja X = [[ X tuloavaruus.

JjeJ
Tallsin X ~ [[( [] X;).

O{GA jeKa
Todistus: Olkoon h: X — [[( [[ Xj),h= []( ] id).
a€A jEK, a€A jEK,
Lause 7.10 = ][] id on jatkuva Yo € A = h on jatkuva.
j€Ka

Merkitddn X, = [[ Xjja gk, = ][ id: X, — X, kaikilla a € A. Téll6in
jEKa JjEKq

voimme kirjoittaa h: X — [[ Xa, h = ][ gk, ja saamme projektiot:
acA acA
prl o [ Xs — X, kaikilla o € A,

BEA
pro : X — X, kaikilla o € A,

prj : Xo — X kaikilla j € K,,

pr; = pry kaikilla j € J.

Néille funktioille ja projektioille saadaan suoraan tulokuvauksen
méadritelmésta:

pri, o h = gk, o pry kaikilla o € A ja prj o gi,, = id o pr; kaikilla j € K.
Injektiivisyys:

h(@1) = h(z2)

(pro 0 h)(z1) = (pro o h)(z2) Vo € A

(9K, © pra)(z1) = (9K, © pra)(z2) Va € A

(prj o 9k, 0 Pra)(x1) = (prj o gk, 0 pra)(w2) Vo € A, Vj € K,
(idoprjopry)(xy) = (idoprjopry)(xe) Va € A, Vj € K,
(prjopry)(x1) = (prjopra)(z2) Ya € A, Vj € K,

1 = T2

S N

h on injektio.



Surjektiivisuus: Olkoon 2’ € [] ( [] Xj). Talloin valitsemalla x € X s.e.

CVGA jeKa

(prj o pra)(x) = (priopry)(2') Va € A, Vj € K, saadaan:

(prj o pry o h)(z)

=
=

(prj © gk, © pra) ()
(id o prjopry)(x)

h on surjektio.

.. h on jatkuva bijektio.
R TTCTT Xj) — X, ' = [] id ja koska komponenttikuvaukset

aeA jeKa

jeJ

hj’1 = (prjopry)oh ™t =1id o prj o pry,, missé id : X; — Xj, ovat jatkuvia
Va € A, Vj € K, niin h~! on jatkuva.

ST X = TTCIT X5).

jeJ a€A jEKq

Tehtévén 7:3 tapaus saadaan, kun valitaan J = {1, 2,3}, avaruudet
X1 = X7X2 = Y,Xg = Z7 ja ositus A = {1,2}7K1 = {172} ja K2 = {3} U



Tehtivi 7:5: Olkoon X tuloavaruus R¥. Olkoon A C X kaikkien
adrellisten joukkojen karakterististen funktioiden joukko.

(a) Osoita, ettd vakiofunktio g, g(z) = 1, kuuluu A:n sulkeumaan.

(b) Osoita, ettei mikdan A:n jono suppene kohti g:té.

(c) Pééttele, ettei X ole metristyva.

(d) Konstruoi epdjatkuva kuvaus F': AU {g} — R, jolla F(x,) — F(z)
aina, kun z,, — « joukossa AU {g}.

Ratkaisu:

Karakteristinen funktio joukossa B C X on

0, kunz ¢ B
: X = R, =
XB B {1, kunz € B

(a) Olkoon U C R® g:n ympéristo.

Lause 7.6 (g € U) = pr;U = R lukuunottamatta dérellistd maaraa
indekseja j € R. Olkoon K nyt tdmé aédrellinen indeksijoukko (kuten
lauseessa 7.6): K C R.

Koska g € U niin 1 € pr;U kaikilla j € K. Selvésti 0 € R. Siis xx € U eli
UNA=I(. Siis g € A.

(b) Olkoon (z,) jono A:ssa s.e. x, — g. Lause 7.13 nojalla

pri(z,) = x(j)n — prj(g) =1, kun n — oo kaikilla j € R.

Olkoon ng € N s.e. 2(j)n, > 0 kaikilla j € R. Koska R ei ole dérellinen
joukko, niin z,,, ¢ A, miki on ristiriita.

.. Ei ole olemassa A:n jonoa (z,) s.e. z, — g.

(¢) Metrisistd avaruuksista tiedetiiin, ettd metrisessii avaruudessa A on A:n
pisteiden suppenevien jonojen raja-arvojen joukko. Koska (b)-kohdan
nojalla ei ole suppenevaa A:n jonoa, joka suppenee kohti g € A niin X ei
voi olla metrinen avaruus.

(d) Maéaritelladn F : AU{g} = R, F(x) = {O’ kun =g

1, kinze A

Siis F' = xa (katso tehtédvi 3:2). Nyt g € CA c CA ja koska g € A niin

g€ ANCA = 0A. Siis tehtiiviin 3:2 nojalla F on epéjatkuva g:ssi.

Jos x, — x € A niin F:n jatkuvuudesta pisteessé = seuraa F(x,) — F(x).

(b)-kohdan nojalla, jos x, — ¢ niin ei ole olemassa (z,):mn osajonoa A:ssa.
Jos olisi, niin tdmé osajono suppenisi kohti g:td, mikd on mahdotonta. Siis
dng € Nsee. z,, =g Vn > ng jasiis F(z,) =0— F(g) =0.0
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Tehtéavi 7:6: Olkoon f: X — Y jatkuva. Osoita, ettd f:n kuvaaja
D(f) = {(z.f(2)) : v€ X} C X xY

on homeomorfinen X:n kanssa.

Ratkaisu:
Merkitédén h =id x f: X — T(f), h(z) = (z, f(z)).
id ja f ovat jatkuvia = h on jatkuva.

Injektiivisyys:
h(z1) = h(z2) = (21, f(21)) = (22, f(22)) = 1 = x2 = h on injektio.

Surjektiivisuus:
Olkoon a € I'(f) = a = (d/, f(d')) jollakin o’ € X = h(a’) = a jollakin
a’ € X eli h on surjektio.

.. h on jatkuva bijektio.
=t T(f) = X, h7Y(x, f(z)) = x = pri(z, f(z)) on projektiona jatkuva.

.. h on homeomorfismi ja siis ['(f) =~ X. O



Tehtava 7:7: Olkoon X tuloavaruus HJ.EJ X;. Olkoon a € X,k € J, ja
olkoon A ns. X a-liuska

A={r e X : z;=a;, kun j # k}.

Osoita, ettd A ~ X,.

Ratkaisu:
Olkoon h : A — Xy, h = pry ot = pri|A, missi ¢ on inkluusio A — X.

pri on jatkuva, joten lauseen 5.12 nojalla h = prg|A on jatkuva. Selvisti h
on bijektio.

.. h on jatkuva bijektio.

hl: Xy — A b (y) = {xj =, kunj#k
rj=y, kunj=%k

Nyt A~1:n komponenttikuvaukset ovat
Siis komponenttikuvaukset ovat
ol _ {vakiofunktio hj_l(y) =a;, kunj#k

J id, kun j =k
Lauseen 7.10 nojalla h~! on jatkuva, koska komponenttikuvaukset h;l ovat
jatkuvia kaikilla 5 € J.

.. h on homeomorfismi ja A ~ X,. [
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