Topologia

Tehtavat 7:8-7:15

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtava 7:8: Avaruus X on nollaulotteinen, jos silld on kanta, jonka
jasenet ovat suljettuja, ts. niiden reuna on tyhja. Osoita, ettd Q ja jokainen
diskreetti avaruus ovat nollaulotteisia. Osoita, ettd nollaulotteisten
avaruuksien mielivaltainen tulo on nollaulotteinen. Padttele tamén avulla,
ettd Cantorin joukko on nollaulotteinen (minké voi myos todistaa suoraan
reaaliakselilla).

Ratkaisu:

Olkoon a,b € R\ Q@ s.e. a <b. {]e,d[: ¢,d € R, ¢ < d} on Rin tavallisen
topologian Ty, kanta. Nyt:

U= Qﬂ]a, b[: Q N [a> b]:

joten lauseiden 5.3 ja 5.9(1) nojalla U on avoin ja suljettu Q:ssa. Joukko
{QnN]e,d][: ¢,d € R,c < d} on lauseen 5.7 nojalla Ti 4y |Q:n kanta. Olkoon
B={QnNe,d[: ¢,d e R\ Q,c < d}. Nyt BC Tiay|Q. Jos 2 € U € T;4y|Q
niin voidaan valita sellainen QN|ec, d[, missé ¢, d € R, ¢ < d, etta

x € QNje,d[C U (lauseen 2.4 nojalla). Valitsemalla nyt B = QN|d, d'[€ B,
missi ¢, d € R\ Q,c < <z <d <dsaadaan x € B C QN]e,d[C U,
joten lauseen 2.4 nojalla B on Q:n kanta, jonka jisenet ovat suljettuja. Q on
siis nollaulotteinen.

Olkoon X diskreetti avaruus ja U @ X. My6s X \ U @ X, misti seuraa,
etti (X \U) =CX UU =0UU = U on suljettu X:ssi. Lauseen 2.4 nojalla
{UC X : UcX} on X:n topologian kanta, jonka jdsenet ovat suljettuja,
joten X on nollaulotteinen.

Olkoon X = HjeJ X tuloavaruus, jossa kussakin nollaulotteisessa X ;:ssa
on annettu kanta B;, jonka jdsenet ovat suljettuja. Lauseen 7.11 nojalla
leikkaukset:
B= prj_lBj,

jEK
missd B; € B; ja K C J on ddrellinen, muodostavat X:n kannan. Koska B;
on suljettu X;:ssé kaikilla j € J niin lauseiden 3.3(3) ja 1.8(2) nojalla B on

suljettu X:ssi. Siis X on nollaulotteinen.

.. Cantorin %—joukko C =YY, missé Y on diskreetti avaruus, on
nollaulotteinen. []



Tehtava 7:9: Todista: Olkoon X = Hjej X, ja olkoon A; tihed joukko
X :ssé jokaisella indeksilld j. Osoita, ettd joukkojen A; tulo on tihed X:ssé

Ratkaisu:
Zj = X, Vj € J, joten lauseen 7.14(2) nojalla (A =[]
A= Hje]zj = Hje] X; =X, eli Aon tihed X:ssd. [

Aj)Z

JjeJ



Tehtiva 7:10: Olkoot A; C X ja Ay C Xo, jolloin A} x Ay C X7 x Xos.
Osoita, etté:

8(A1 X AQ) = (8A1 X Zg) U (Zl X 8142)7

int(A1 X Ag) = (1ntA1) X (1IltA2)

Ratkaisu:
prflzl =A; x Xy =A; x X, :prl_lAl ja
pT51Z2 :Xl XZQ :Xl X A2 :pTglAg.

Al X A2 :pTl_lAl ﬂprQ_IAg = Al X A2 :zl XZQ :prflzl ﬂp?"Q_lZQ.

B(AlLAZ) = piBAl Uprz_l[:Ag = B(Al X Ag) = p?"l_l[:Al Uprg_l[:AQ =
prl_l[:Al U pTZ_IEAQ.

Siis:

6’(/11 X A2> = (Al X A2> ﬂﬂlﬁll X AQ)i

(pritA, ﬂﬁlzﬂ N (pri'CA; Upry'CAy) = L
[prl_l(ZIQCAl)ﬂpTQIZQ]U[prflzlﬂprz_l(ZQDCAg)] = (8A1 XZQ)U(Zl ><8A2)

int(A; x Ay) = CC(A; x Ay) = pri'CCA; N pry 'CCA; = (intA;) x (intAy). O



Tehtivi 7:11: Olkoot g, h : R — R mielivaltaisia funktioita, X = R® ja
F: X — X yhtélon F(z)(t) = g(t)x(h(t)) madrittelemi kuvaus. Osoita,
ettd I’ on jatkuva tulotopologiassa. Apu. 7.10.

Ratkaisu:

Fn komponenttikuvaukset F; : X — R, Fy(z) = (pry o F)(x) = g(t)z(h(t))
kaikilla t € R. Koska Fi(x) = g(t) - pra)(z) niin F;, = Gy - pry), missé
Gt X — R, Gt<$> = g(t)

G, on vakiokuvauksena jatkuva tulotopologiassa X kuten my0s projektio
Pra)- Naiden tulo Fy on siis myos jatkuva kaikilla £ € R, joten lauseen 7.10
nojalla £’ on jatkuva. [



Tehtidva 7:12: Osoita, ettd avaruuden R™ heikko topologia (6.4.2) on sama
kuin sen tavallinen topologia. Vihje. Projektiot pr; : R™ — R ovat
rajoitettuja lineaarikuvauksia. Huomautus. Tulos ei riipu R™:n normista,
koska namé ovat kesken#din ekvivalentteja.

Ratkaisu:

R™:n heikko topologia 7T, on kaikkien rajoitettujen lineaarikuvausten

f :R™ — R indusoima topologia. Kun z,y € R", A, p € Rja j € {1,...,n}
saadaan:

pri(Ax + py) = Axj + py; = Aprj(x) + ppr;(y).

Liséksi ||pr;(z)||r = ||zj]lr < 1-||z||gn eli pr; on rajoitettu lineaarikuvaus.
Kaikki rajoitetut lineaarikuvaukset f ovat jatkuvia paitsi indusoimassaan

topologiassa 7, niin myos tavallisessa topologiassa Tty Siis lauseen 6.3
nojalla 7, C Tiqay-

Projektiot taas indusoivat tavallisen topologian T,y ja, koska ne ovat
rajoitettuja lineaarikuvauksia, niin ne ovat myos jatkuvia heikossa
topologiassa 7. Siis taas lauseen 6.3 nojalla Tiay C Top-

5 Tw = Teay- U



Tehtiva 7:13: Olkoon X = RY varustettuna laatikkotopologialla, jonka
kantana ovat avointen joukkojen U; @ R tulot Uy x Uy x ... . Olkoon
A C X rajoitettujen jonojen joukko. Osoita, ettd A on avoin ja suljettu.

Ratkaisu:
Jono (a,) on rajoitettu, jos IM € [0,00] s.e. |a,| < M kaikilla n € N.

Selvésti jono (0,), eli 0, =0 Vn € N, on rajoitettu ja jos 16ytyy M € [0, o]
s.e. |a,| < M niin 6ytyy M’ €]0, 0] s.e. |a,| < M’ kaikilla n € N.

Voidaan siis sanoa, etté jono on rajoitettu, jos IM €]0, o] s.e. |a,| < M
kaikilla n € N.

Olkoon a € A ja B laatikkotopologian tehtdvinannossa annettu kanta. Nyt
IM €]0,00[ s.e. a €] — M, M[x] — M, M[x ... € B. Koska kaikki

| — M, M[x] — M, M[x...n alkiot ovat rajoitettuja jonoja, niin
a€l—M,M[x]—M,M[x...C A. Siis lauseen 2.5 nojalla A kuuluu
laatikkotopologiaan eli A on avoin.

Jos b € CA niin b €]b; — 1,b; + 1[x]by — 1,b + 1[x ... C CA, joten saman
lauseen 2.5 nojalla myds CA on avoin eli A on suljettu laatikkotopologiassa.
O



Tehtédva 7:14: Onko edellisen tehtévin joukko A (a) avoin, (b) suljettu
RN:n tulotopologiassa?

Ratkaisu:

(a) pr;A = R kaikilla j € N, joten lauseen 7.6 nojalla A ei ole avoin
tuloavaruudessa.

(b) priCA = R kaikilla j € N, joten taas lauseen 7.6 nojalla CA ei ole avoin
tuloavaruudessa, joten A ei ole mydskaédn suljettu tuloavaruudessa. [J

Lause 7.6 ei sano suoraan mitddn A:n avoimuudesta téssi tapauksessa.



Tehtava 7:15: Todista kohdan 7.22 viite.

Ratkaisu:
Valinta-aksioma: [[ X; =0 & 3X;,j € Jse X; =0.
jer

Y =liminvXs ={z € [] Xa : ¢pa(rp) = x4 aina kun A < B}, missi
AeA AeA
wpa:B— A (jajossa A< B< BCA)jaxy=pra(z) VAe A

Jos [ Xa=0=Y =0 =[)A, joten jatkossa oletetaan, etti [] X # 0
AcA AcA

eliXA?é@ VA € A.

Olkoon (N A = (). Haluamme osoittaa, ettd Y = (). Tehddén vastaoletus:

Ja € Y. Siis ap = a4 aina kun A < B. Olkoon siis A, B € A. Koska (A, <)

on suunnattu joukko niin IA € As.e. A < \ja B < \. Siis ay = ay = ag,

joten a:n kaikki koordinaatit ovat samat. Saadaan

a =pra(a) € Xa VA€ A= d € () A =10, miki on ristiriita. Siis ¥ = .

Jatkossa voidaan siis olettaa, ettd X4 # () VA € A ja my6s etta (A # 0.

Osoitetaan, ettd h: (A — Y, h(z) = (x)aca on homeomorfismi.

Injektiivisyys: Olkoon z,y € [)A ja h(xz) = h(y). Siis

(%) aea = (W) aea = pra(x) =z =pra(y) =y (kaikilla A € A) eli z = y.
Surjektiivisuus: Olkoon 2’ € Y ja 2/y = pra(z’) VA € A. Siis aina kun

A < B pitee ppa(zy) = 23 = 2/4. Jos A, B € A niin kuten edelld
(suuntauksen méadritelma 3.15(3)) 3C € As.e. A< C ja B < C. Siis

x'y = x, = 2'5. Voidaan siis valita © = pra(z’) VA € A, jolloin h(z) = 2.
.. h on bijektio.

ha(x) = (praoh)(z) =z eli hyp=id: (A —[)A YA€ A, joten h on
lauseen 6.5 (tai kirjan sivun 50) nojalla jatkuva.

1Y - NA R (y) =praly), missi A € A.

Téssé siis on rajoitettu projektion pra : [[ Xa — X4 18ht6 Y:hyn, jolloin
AcA
saadaan jatkuva (kanoninen) kuvaus m4 = pra|Y : Y — X4, ja maali

pienennetty (). A:han, koska (A C X 4. Kirjan lauseen 5.15 nojalla
(lauseessa sijoitetaan f +— 74 [téssé siis h1(x) = m4(2) kaikilla z € Y ja
'Y =NA], B—=Aja fi — h™') h™! on jatkuva, koska kuvaukset 74
ovat jatkuvia.

L liminv Xy = .U
"Hzglel;lWA nA



