Topologia

Tehtavat 3:9-3:16

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2005 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtidva 3:9: Osoita, ettd tason osajoukko A = {(z,sin (1/z)) : > 0} on
homeomorfinen R:n kanssa.

Ratkaisu:
f:A—=R, f(z,sin(l/z)) =21

xT

Selviisti f on jatkuva bijektio, joten f~! on olemassa.

Osoitetaan, ettd f~1: R — A, f~!(z) = (22 gin (H\fﬁﬁ)) suoralla
laskulla.

oz + VP +4 2 (z+ Va2 +4)? — 4
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fI ()

f f(@sin(1/2)) = (

= (z,sin(1/x)).

Myos f~1 on komponenteittain jatkuva.

.. f on homeomorfismi ja A ~ R. [J



Tehtdvi 3:10: Olkoon () # D C R™ avoin konveksi rajoitettu joukko, joka
siséltad origon. Osoita, ettd yhtdlon f(z) = z/|z| midrittelema kuvaus
f:0D — S™ ! on homeomorfismi.

Ratkaisu:

13.9 Reunanylityslause: Olkoon E C X yhtendinen ja D C X. Jos F kohtaa
D:n ja CD:m, se kohtaa myds 9D:n.

Maaritelladan E(z) = {\x € R™ : A € [1,00[,x € R"} (eli E(z) on x:n
suuntainen x:sti lahtevd puolisuora). Jos x € D niin F(z) on yhtendinen
(jopa konveksi) ja kohtaa D:n ja CD:n (koska D on rajoitettu) eli kohtaa
reunanylityslauseen nojalla myds dD:n. Olkoon ¢ € S"!. Valitaan 2’ € D
s.e. ' € E(c), jolloin E(x') C E(c) tai c € E(2'), jolloin E(c) C E(x).
Molemmissa tapauksissa 3z € 0D s.e. f(x) = c. f on siis surjektio.
Olkoon x,y € ID ja |f(z) — f(y)| = 0. Oletetaan, ettd |x| > |y| eli x # y.
f(z)— fly)|=0=y = %x =y ¢ E(z), mutta z € E(y). Jos jollakin

a € D lisiksi a € E(y) NCE(z) (E(y) NCE(x) on jana ym ja x:m vilissi),
niin myos |y| < |a|] < |z|. Téssi ei ole yhtdsuuruus mahdollinen, koska
x,y € 0D ja D on avoin. D ei voi nyt olla konveksi, silla 0 € D, joten 0:sta
a:han meneva jana sisaltdd y € 0D pisteen, joten D:n avoimuuden nojalla
y € D, mikd on mahdotonta. Siispi E(y) NCE(z) C dD.

Olkoon € > 0 s.e. B(0,e) C D (D on avoin). Koska D on konveksi, voimme
jatkaa janan FE(y) origoon asti siten, ettid pysytddn koko ajan D:ssé.
"Selvisti" emme voi jatkaa kaikista B(0,¢):mn pisteistd janaa pisteeseen x
ilman ettd joudumme D:n ulkopuolelle, miké rikkoo D:n konveksisuuden.
Siis tdytyy olla E(y) NCE(x) = {z} eli z = y. Siis f on injektio.

.. f on bijektio.

Lauseen 3.6.2 nojalla f on jatkuva.

D on rajoitettu = Ik € Nse. D B (0,k)
= DcCB"(0,k)
= ODC B"(0,k+1)
= 0D on rajoitettu.

0D on siis suljettu ja rajoitettu eli kompakti R™:ssé. Kompaktissa joukossa
jatkuva bijektio on homeomorfismi eli f on siis homeomorfismi. [J



Tehtéavi 3:11: Osoita, ettid edellisen tehtdvin kuvaus f voidaan jatkaa
homeomorfismiksi F' : R — R". Osoita, ettd F'D = B". Ohje. Merkitse
g = f~! ja mirittele G : R™ — R™ asettamalla G(0) = 0 ja

G(x) = |z[g(z/]x]), kun z # 0.

Ratkaisu:

g=f1: 8" - 09D, g on HM (hyvin mééritelty) bijektio.

0, kun x =0

o).k x € B\ {0},

Olkoon ¢ € R™\ {0}. Koska, kuten edellisessé tehtavissi 3:10 todettiin, 0D
on "ehyt" niin jollakin € R™\ {0} pétee ¢ T g(:%). Siis IA > 0 s.e.

||

G : R"%R”,G(x):{

lel- 127

c= )\g(%) = G(|g(%)‘) = |g(|%)‘g(|i—|) = )\g(ﬁ) = c¢. G on siis surjektio.

Olkoon a,b € R™", a # 0 # b ja:

Gla) = G(b) = |a|g<@7>=|b|g<%> (%)
bl by a
= o) = ) € 9P
a M b %9(%)
= 1 = a9 = e
b |g(%)|a a
= m f( al ) m(**)
a b
= g(m)_g(m)
(+) = <|a|—|b|>g<%>—o
= o] = |b]
(k%) = a=0b.

.. G on bijektio ja merkitsemilld F' = G~! myds F on bijektio.

G on myo6s jatkuvien kuvausten yhdistettynd kuvauksena jatkuva.
Kompaktissa joukossa S™~! jatkuva funktio g on rajoitettu. Siis
G(2)] = |z] - 19(7)| = |z|infaern [9(57)| — o0, kun [z — oo, joten
tehtavin 3:8 nojalla G on suljettu.

.. G ja taten my6s F' on homeomorfismi.
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B*={zeR" : [z <1}

g(%) antaa suunnan ja 0 < |z| < 1 antaa pituuden, joten
GE":D:FDZB”-D



Tehtdvé 3:12: Olkoon a € B". Osoita, ettd yhtéls f(z) = (1 — |z[)a + =
médrittelee homeomorfismin f : B" — B", jolla f(0) = a ja f|S" ' =1id.
Millaisiksi joukoiksi f kuvaa B :n siteet?

Ratkaisu:

Rr:ssél pétee ||z] — [y]| < |v +yl, Vo, y € R™. Sijoitetaan = = 5 ja y = —w1,
jolloin saadaan ||zs| — |z1]] < |z — 21| (%).

fm injektiivisyys: f(x1) = f(x2).

(I—|zi)a+x =1 —|z2])at+zs = x93 — 21 = (2| — |71])0
= |y — 1| = [[wa] — [a]] - [a]
Siis jos |xa| # |z1| niin saadaan HLTQQ\:T;JH = |a| < 1, miké on ristiriidassa
(*):n kanssa. Siis |zo| = |21] = 1 = xo.

fm surjektiivisuus: Olkoon b € B". Koska f|S™! = id niin voidaan olettaa,
ettd b € B". Olkoon \ € [0,1] ja x € S"1.

fAz) = (1 —|Az])a+ Az = (1 — N)a + Az.

Siis f kuvaa B siteet pisteestd a lihteviksi ja pisteeseen z (e Sm1)
padttyviksi janoiksi. Koska minké tahansa b € B" 1api voidaan maérittaa
tillainen B':n jana, 3z € B" s.e. f(z) = b eli f on surjektio.

.. f on bijektio.

Selviisti f on myds jatkuva ja koska B" on suljettu ja rajoitettu eli
kompakti niin f on homeomorfismi. [J



Tehtiava 3:13: Stereografinen projektio s : S™\ {e 11} — R méiritelldén
vaatimalla, etti pisteet e, 1,z ja s(x) ovat samalla suoralla, kun

x € 8"\ {ens1} ja R samastetaan R""!:n aliavaruuden {z : x,,; =0}
kanssa. Olkoon P : R"™! — R" projektio Pz = (z1,...,x,). Osoita, etti s
on homeomorfismi, ja johda lausekkeet

2 2_
_ W +|y|2 .
ly2+1  |ylP+1

s(x) = Pe -1
B 11— xn—i—l’

(y)

n+1-

Ratkaisu:

Selviisti s(x) = APz, missd A > 0 = |s(z)| = \|Pz|. Nyt:

lens1] o] R P
IS('T)| B |3(«T) —P.Z‘| = )\|P$| - |)\_ 1||PIE| (x?é en+1)
= A1 = Aanaal.

(tana =)

JoS Tp1 >0=2A> 1= A —1=A1pyy = A= —

1—zpy1”

1
1_1'n+1 :

Jos, 1 <0=2 A< 1= - A+1==-Ax, 1 = A=




" S(:L’) = 1_5—:“.

Pisteet e€,.1,x ja s(z) muodostavat tason ja tasossa ympyréin ja suoran
leikkauspisteitd on korkeintaan 2 kpl. Siis s on injektio. Selvésti s on myos
surjektio, joten s on bijektio ja siis s™! on olemassa.

Koska projektio P ja id-funktio ovat jatkuvia (ja —1 < x,4; < 1) niin myos
osamiars s on jatkuva.

Merkitaan Z-vektorin koordinaatteja tasossa (Px, x,.1). Esim. kuvasta
nahdian, etta:

|Pz]| P
{%H ‘S(x)'ﬂ o Paft |-

|Px|* + |2p4q|* = ()|
|Pz|*  2|Pz]
= |Pz|* + - +1=1
Is(x)|? |s(z)]
L ey 2sta)
ls(z)]?+1
2s(x)
= Pz = —|s(x)|2 1 (koska s(x) = APx)
2 \3(:6)]2 -1
S T =———— 1=
T T s@P 1 [s@P+1

Merkitsemilld y = s(z) = (z =)s !(y) = |y|2+1 + }g};;enﬂ. Selvisti myds

s~ on jatkuva R":ssi, joten s on homeomorfismi. [J



Tehtava 3:14: Todista 3.15:n tulos 1. Neuvo. Kayta a:n ympéristojen
muodostamaa suunnattua joukkoa.

Ratkaisu:

Olkoon a € E. Esimerkeisti 2.2 ja 2.15.3 seuraa, etti ympiristokanta B(a)
on olemassa. Lisdksi B(a) on suunnattu joukko, kun méiritellddn (kuten
kirjassa) U <V < U DV, YU,V € B(a). Jokaiselle U € B(a) pétee

UNE #, koska a € E. Valitaan ¢(U) € U N E, jolloin muodostuu verkko
¢ : B(a) = E. Olkoon nyt V' a:n ympéristd. Ympéristokannan méaaritelmén
mukaan IW € B(a), ettd W C V. Jos S > W (eli S C W) niin myds

S C V. Koska siis ¢(S) € V aina kun S > W niin ¢ suppenee kohti a:ta.

Olkoon ¢ : A — FE verkko, joka suppenee kohti a € X (A on jokin
suunnattu joukko). Olkoon a € U a:n ympéristo. ¢ suppenee kohti a:ta,
joten I\ € A s.e. p(a) € U, Ya > A. Koska ¢(a) € E niin

pla) eUNE#0. Siisa € E. O



Tehtava 3:15: Todista 3.15:n tulos 2. Neuvo. Kayta edellistd tehtdvaa tai
sen neuvoa.

Ratkaisu:

Olkoon f: X — Y jatkuva pisteessd a € X ja ¢ X:n verkko, joka suppenee
kohti a:ta.

Nyt fop: A—Y on verkko (A on suunnattu joukko).

Olkoon V' f(a)m ympéristd. f:n jatkuvuuden nojalla 3U C f~1V, missi U
on a:n ympéristo. Koska ¢ suppenee kohti a:ta niin 9\ € A s.e.

o(a) € U, Ya > \. Nyt siis (fop)(a) € fUC ff7'V CV, Va > A, joten
f oy suppenee kohti f(a):ta.

Olkoon nyt B C X ja a € B. Edellisen tehtiiviin (3:14) mukaan 3p : A — B
s.e.  suppenee kohti a:ta. Nyt fop: A — fB on verkko, joka suppenee
kohti f(a):ta. Taas edellisen tehtivin mukaan siis f(a) € fB, misti lauseen
3.2 nojalla seuraa, ettd f on jatkuva a:ssa. J
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Tehtava 3:16: Todista 3.16:n tulos 1. Neuvo. Kayta a:n ympéristojen
muodostamaa filtterikantaa.

Ratkaisu:

Olkoon a € E, F a:n ympéristéjen muodostama filtterikanta ja U a:n jokin
ympéristo. Merkitadn 7' ={V NE : V € F} ja osoitetaan, ettd myos F’
on filtterikanta.

(1) F#0=F #0.

(2) VN E #0, YV € F, koska Fm alkiot ovat a:n ympéristoji ja a € E.
Siis ) ¢ F.

(3) Olkoon A’, B € F'. Siis A’ = AN FE ja B'= BN E joillakin A, B € F.
Koska F on filtterikanta niin 3W € F s.e. W C AN B. Siis

WV =WnNECANBNE=ANB.

. F' on filtterikanta E:ssi (F' C P(E)).

Koska U € F on a:n ympéristo, UNE € F' ja U N E C U niin filtterikanta
F’ suppenee kohti a:ta.

Olkoon F' filtterikanta FE:ssé, joka suppenee kohti a € X. Olkoon taas U
a:n ymparistd. 3A € F' s.e. A C U. Koska B
ACE=0#4#ANE=ACUNE.SiispAiUNE#0jaac E. 0O
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