Topologia

Tehtavat 8:1-8:6

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2015 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtéavi 8:1: Taydenna Lauseen 8.5 todistus. Ohje. Sovella lauseen ehtoa
kuvaukseen id : Y — Y valitsemalla Y:lle sopivia topologioita.

Ratkaisu:

Olkoon T Y:n topologia, jolla on my6s lauseen ominaisuus. Taytyy
osoittaa, ettd T = T'.

Koska id : (Y, T) — (Y, T) on jatkuva ja T:lli on lauseen ominaisuus, niin
lauseen jo todistetun osan mukaan ido f; = f; : X; — (Y, T) on jatkuva
kaikilla j € J.

Tarkastellaan sitten kuvausta id : (Y,7) — (Y, 7). Lauseen mukaan

id - (Y, T) — (Y, T’) on jatkuva jos ja vain jos ido f; = f; : X; — (Y, T")
ovat jatkuvia kaikilla j € J. Koska néin on niin id : (Y,7) — (Y,7") on
jatkuva eli 77 C T.

Lauseen 8.2 nojalla 7’ on hienoin niistd Y:n topologioista, joiden suhteen
jokainen f; : X; — Y on jatkuva. Koska f;:t ovat jatkuvia 7:n ja 7":n
suhteen niin 7 C 7.

S T=T.0



Tehtéva 8:2: Todista Lauseen 8.7 kohta (3).

Ratkaisu:

(go /)X =g(fX) =gY = Z, koska f ja g ovat surjektioita. Siis g o f on
surjektio.

VeZesgWeYe flglVWeX s (gof)'VeX.

.. g o f on samastuskuvaus. [



Tehtiva 8:3: Olkoon (X, 7) avaruus ja A kokoelma X:n osajoukkoja,
joilla on relatiivitopologia. Inkluusiot j4 : A — X, jossa A € A,
koindusoivat X:n topologian 7.

(a) Osoita, ettd T C T'.

(b) Osoita, ettd T|A = T'|A kaikilla A € A.

(¢c) Anna esimerkki, jossa T # T'.

(d) Osoita, ettd T =T, jos X = R" ja A on kaikkien kompaktien
osajoukkojen kokoelma.

Ratkaisu:

(a) j;'V=ANV @ Aainakun V € T eli ja: (A, T|A) — (X,T) on
jatkuva kaikilla A € A, misté seuraa lauseen 8.2 nojalla, ettd 7 C T".

(b) Olkoon nyt U € T|A = U = ANV jollakin V' € T. (a)-kohdan nojalla
VeTcT eliVeT . SisUeT'|A

Olkoon nyt U € T'|/A= U = ANV jollakin V € T".

T' ={Z C X : jz'Z € T|B kaikilla B € A}

Siis erityisesti, kun B = A saadaan U = j;'V € T|A.

o TIA =T'|A kaikilla A € A.

() X ={1,2}, T ={0, X, {1}}, A= {{1}, {2}}, A = {1}, B = {2}.
a0y = 0, a1y =0

i3H2h =0, 53 (2} = (2}

ja X ={1}, jp X ={2}

TIA={0.(1}}, TIB= {0, {2}}.

Siis 7' = {0, X, {1}, {2}} eli T A T".

(d) (a)-kohdan nojalla T C T, joten tiytyy osoittaa vain, ettd 7' C T.
Olkoon U € T".

ja: (A, TIA) — (R, T") on jatkuva kaikilla A € A, joten kun maalin
topologia T’ korvataan karkeammalla topologialla 7 niin jatkuvuus séilyy.
Siis:

ja: (A, T|A) = (R",T) on jatkuva kaikilla A € A.

Lisdksi j4 on suljettu kuvaus lauseen 3.11 (tai 15.15) nojalla.

Olkoon z € OU. Merkitdéin A; = B(z, 1) kaikilla i € N, jolloin 4; € A
kaikilla 7 € N.



Lauseen 8.4 nojalla j'CU @ (4;, T|A;) kaikilla i € N, joten koska jz, on
suljettu kuvaus, niin:
1,077 CU) = jz,(A4;NCU) = A, nCU @ (R™, T) kaikilla i € N.

Koska A; on x:n ympéristo kaikilla ¢« € N ja x € QU niin reunan
méiiritelmin nojalla A; NCU # 0 kaikilla i € N. Valitaan siis jokaisella

i € N sellainen x; € A; NCU, ettii saadaan jono (z;), jolle z; € A; kaikilla
1 € N. Lisdksi selvisti x; — x.

Koska A; N Cg c A;NCU c A; NCU kaikilla i € N niin kyseinen suppeneva
jono (x;) on A; NCU:ssa.

Kohdan 12.5.1 mukaan R" on Nj-avaruus, joten lauseen 12.8 nojalla
x € (A, NCU) = A, nCU, joten 2 € CU. Siis 90U c CU. Saadaan:

CU=CUudlU =CUuoU =CUeliU € T.
ST CTeliT=T.0



Tehtévi 8:4: Olkoon X joukko ja (A;);es perhe X:n osajoukkoja. Olkoon
kullakin indeksilld j annettu sellainen joukon A; topologia 7;, ettd
A;NA; €AjjaT|A NA; =T;|A NA; kaikilla i, j € J. Olkoon X:ssé
inkluusioiden f; : A; < X koindusoima topologia 7. Osoita, ettd (a)

TIA; =T;, (b) A; € X.



Tehtéavi 8:5: Olkoon X avaruus ja Y joukko. Mikd on kaikkien
vakiokuvausten f : X — Y koindusoima Y:n topologia?

Ratkaisu:

Olkoon (f,)acy perhe vakiokuvauksia f, : X =Y, fu(x) =aja T Xm
topologia.

T ={VCY : f7'V eT kaikillaa € Y}

Olkoona €Y jaV CY.Josa €V niin f,'V =X €T jajos a ¢ V niin
[V =0€T.Siisainakun V CY jaa € Y niin f, 'V € T, joten T’ on

a

diskreetti topologia. [



Tehtivi 8:6: Olkoon X tulojoukon RY koordinaattiakselien yhdiste eli
niiden alkioiden x joukko, joilla z,, # 0 enintdén yhdelld n € N. Kullakin
1 € N madritelldadn kuvaus f; : R — X seuraavasti:

x, kun 5 =1,
filw); = {0, kun j # i.

Osoita, ettd kuvausten f; R:n tavallisesta topologiasta koindusoima X:n
topologia on aidosti hienompi kuin X:n tuloavaruudesta RY perimi
relatiivitopologia.

Ratkaisu:

Olkoon 7" f;:den R:n tavallisesta topologiasta 7,y koindusoima X:n
topologia ja T tuloavaruuden RY tulotopologia. Selviisti X C RY, joten
voidaan tarkastella relatiivitopologiaa 7T|X.

Koindusoinnista johtuen f; : (R, Tayv) — (X, T7) ovat jatkuvia kaikilla

i e N.

Merkitdin f7: R — RY f7(x) = fi(r) kaikilla i € N, jolloin f; on ffmn
médrittelemé kuvaus. Liséiksi olkoon pr; : RN — R projektio kaikilla j € N.
Nyt:

(prjo f)(z) = fi(z); kaikilla 4,5 € N.

Jos i =jniin prjo ff : R = R, (prjo fi)(x) = z eli prjo fF =id ja siis
jatkuva.

Jos i # j niin prjo ff : R — R, (prj o f)(z) = 0 eli vakiokuvaus ja siis
jatkuva.

Siis prj o f eli f:n komponenttikuvaukset ovat jatkuvia kaikilla 7, j € N.
Tistd seuraa, ettd f7 on jatkuva kaikilla i € N. Koska ffR C X C RY niin
lauseen 5.15 nojalla myos f; : R — (X, T|X) on jatkuva kaikilla i € N.
Lauseesta 8.2 seuraa nyt, ettd 7|X C 7.

Olkoon nyt U = X N () pr;'(] — 1,1]).

jeN
U C X on siis jokaiselta X:n koordinaattiakselilta otettujen | — 1, 1][-pétkien
yvhdiste. Saadaan:
f7U =] — 1,1[€ Tiay kaikilla i € N, mistd seuraa etti U € T".
Tehdiin vasta-oletus: U € T|X.



Lauseen 5.7 mukaan 7| X:n kanta-alkiot ovat muotoa X N B, missd B on
T n kanta-alkio.
Kohdan 7.5(c) mukaan 7:n kanta-alkiot B ovat muotoa B = () pr; 'V,
JEK

missd K C N on darellinen ja V; @ R kaikilla j € K.
Merkitdén 0 = (0,0,...) € X, jolloin selvisti 0 € U, joten lauseen 2.5
nojalla on olemassa K C N, missd K on darellinen, ja V; @ R kaikilla j € K
se.0e XN N pry'V; CU (%)

jEK
Siis 0 € prj_l\/j kaikilla j € K. Koska projektiot ovat surjektioita niin
pri(0) = 0 € prj(pr; 'V;) = V; kaikilla j € K.

Merkitaén sitten x = (0,0,...,0,1,0,0,...), missd alussa ennen 1:td on
max(K) kappaletta O:ia. Selvisti x € X. My6s prj(z) = 0 € V; kaikilla
j € K, joten x € prj’l‘/} kaikilla j € K. Siis x € () prj’l‘/} eli
jEK
ze XN () pr;'V;. Kuitenkaan = ¢ U, miki on ristiriita (*):n kanssa. Siis
jeK

Ué¢T|X.
.. T on aidosti hienompi topologia kuin 7|X. OJ



