Topologia

Tehtavat 1:1-1:8

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2015 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtévi 1:1: Olkoon X joukko ja (7;);es perhe X topologioita. Osoita,
ettd T =({7;:7 € J} on myos X:n topologia.

Ratkaisu:

(T1) Olkoon U; € T, i € I, missd I on jokin indeksijoukko. T4llin kaikilla
i € I pétee ettd U; € T;, missé j € J. Siis | J{U; : i € I} € T}, koska T; on
topologia ja toteuttaa ehdon (T1). Koska tdmé toteutuu kaikilla j € J niin
U{U; - tel}e({T; : jeJ}=T.

(T2’) Olkoon U,V € T. Télloin kaikilla j € J pétee ettd U,V € T;, joten
koska 7; on topologia ja toteuttaa ehdon (T2’) niin U NV € 7T; kaikilla
jeJ. SisUNVe({T; : jeJ}=T.

(T3) 0 € T; kaikilla j € J, joten 0 € (\{T; : j € J} =T. Samoin X € T.

.. T on X:n topologia. [



Tehtava 1:2: Osoita, ettd edellisen tehtivin vastine yhdisteille ei pida
paikkaansa.

Ratkaisu:

Olkoon X = {1,2,3}. Olkoon 71 = {{1},0, X'} ja T = {{2},0, X}. Selvisti
T1 ja Ty ovat topologioita. Talloin 7 =77 U Ty = {{1},{2},0, X}, mutta
{1} U {2} ={1,2} ¢ T, joten (T1) ei toteudu.

.. T ei ole X:n topologia. (J



Tehtéava 1:3: Joukon X kofiniitti topologia sisiltiad ():n ja lisaksi ne joukot
U C X, joiden komplementti CU on direllinen. Osoita ettd timi todella on
X:n topologia ja ettd X on Hausdorff, jos ja vain jos X on &érellinen.

Ratkaisu:
T={UcX : #lU < 0} U {0}

(T1) Olkoon U; € T, j € J, ja myGs k € J jokin indeksijoukon J alkio.
Tilloin #C0U;, < oo, joten De Morganin nojalla

CU{U; : 7€ J}=N{CU; : j e J} C LU, misté seuraa etti

N{CU; : j € J} on &érellinen, koska se on &irellisen joukon CUj osajoukko.

Siis J{U; : jeJ}eT.

(T2") Olkoon U,V € T. Nyt De Morganin nojalla C(UNV) = CU uCV.
Kahden #irellisen joukon yhdiste on #irellinen, joten C(U N'V) on
adrellinen. Siis UNV € T.

(T3) 0 € T ja#LX = #0 =0 < oo, joten X € T.

.. T on X:n topologia.

” &7 : Olkoon X #irellinen ja x,y € X,z # y. Nyt C{z} = X \ {} eli
C{x} on &arellinen, joten {z} € T. Samoin {y} € T. Koska {z} N {y} =0 ja
{z} on z:n ympéristo ja {y} on y:n ymparistd, X on Hausdorff.

7 =7 : Olkoon X Hausdorff ja x,y € X,z # y. Koska X on Hausdorff niin
voidaan valita z:n ympaéristo U ja y:n ympéristo V s.e. U NV = (). Nyt
(T2):n nojalla UNV € T eli #C(UNV) = #00 = #X < oco. Siis X on

darellinen.

.. X on Hausdorff, jos ja vain jos X on &irellinen. [J



Tehtéavi 1:4: Todista, ettd esimerkin 1.2.8 kokoelma 7 on R:n topologia.

Ratkaisu:
T ={la,00[: a € R}U{0} U {R}.

(T1) Olkoon U; € T, j € J. Jos jollakin k € J,U, = R niin

U{U; : j € J} =R € T. Voidaan siis olettaa, ettd U; # R kaikilla j € J.
Jos jollakin k € J, Uy = () niin tadméi tai ndma tyhjit jisenet eivit vaikuta
yhdisteeseen. Voidaan siis olettaa, ettd U; =|a;, oo[, missd a; € R kaikilla
J € J. Merkitdin A = {a; : j € J}. Saadaan kaksi tapausta:

Tapaus 1: inf A > —oo, jolloin
UH{U; : jeJ} =U{laj,o0: j€J}=|inf A, 00l T.

Tapaus 2: inf A = —oo, jolloin
H{U; - jeJ}=ReT.

(T2’) Olkoon U,V € T.Jos U =0 tai V =0 tai U = R tai VV = R niin asia
on selvio. Olkoon a,b € R, a # b. Nyt ]a, co[N]b, co[=] max{a, b}, cole T.

(T3)DeTjaReT.

.. T on R:n topologia. [J



Tehtidva 1:5: Maaritd yksion {0} sulkeuma edellisen tehtidvéin topologiassa.

Ratkaisu:

Selvisti 0 € {0} C {0} eli 0 € {0}. Viitetan, etti {0} =] — oo, 0.
Tutkitaan, milld = € R arvoilla € {0}. Saadaan kaksi tapausta:
Tapaus 1: z > 0. Nyt {0}N]§, co[= 0 ja ]§, 0o[ on z:n ympéristo. Siis nyt
Tapaus 2: x < 0. Olkoon U x:n ympiristo. Jos U = R niin {0} N U # 0,
joten oletetaan, ettd U # R. Koska U on avoin, se on muotoa U =]a, oo|,

missé a € R. Koska U on xm ympéristd niin 2 €a, oo[, mistd seuraa, ettd
a < 0. Nyt {0}N]a, oo[= {0} # 0, joten z € {0}. O



Tehtava 1:6: Todista Lause 1.8.

Ratkaisu:

Olkoon X topologinen avaruus.

(1) Olkoon U; C X, j € J, suljettu. Nyt De Morganin ja (T1):m nojalla
CN{U; : jeJ}=U{CU; : j € J} @X koska CU;:t ovat avoimia kaikilla
g€ J.Siis ({U; : j € J} on suljettu.

(2) Olkoon U; C X suljettu kaikilla j € K, missd K on dérellinen
indeksijoukko. Nyt De Morganin ja (T2):n nojalla

CU{U; : 1e K}=N{CU; : j € K} @X, koska CU; @X kaikilla j € K.
Siis (J{U; : j € K} on suljettu.

(3) C0 = X ja CX =0, joten 0 ja X ovat suljettuja. [J



Tehtédva 1:7: Olkoon T niiden joukkojen U C R kokoelma, joilla U = () tai
R\ U on numeroituva. Osoita, ettd 7 on R:n topologia. Onko avaruus
Hausdorff?

Ratkaisu:
T={UCR : U=0tai R\ U on numeroituva}.

(T1) Olkoon U; € T, j € J, missé J on jokin indeksijoukko. Oletetaan, ettd
U; # 0 kaikilla j € J, silld tyhjit joukot eivit vaikuta yhdisteeseen. Nyt
R\ U; on numeroituva kaikilla j € J. Olkoon k € J jokin J:n alkio. De
Morganin avulla saadaan CU{U; : j € J} = ({R\U; : j € J} CR\ Us.
R\ Uy on numeroituva, joten R\ |J{U, : j € J} on numeroituvan joukon
osajoukkona numeroituva. Siis ({U; : je€ J} €T.

(T2’) Olkoon U,V € T jaR\ U ja R\ V numeroituvia. Tall6in De
Morganin avulla R\ (UNV) = (R\U)U(R\ V) ja timd on numeroituva,
koska R\ U ja R\ V olivat numeroituvia. Siis UNV € T.

(T3) D eTja#R\R=#0=0< o0, joten Re T.
.. T on R:n topologia.

Oletetaan, ettd avaruus on Hausdorff ja osoitetaan ristiriita. Olkoon

z,y € R,z # yja U z:n ymparistd ja V y:mn ymparisto s.e. UNV = (). Nyt
UNV =R\ (R\UUR\ V) =0 mistd seuraa, ettd (R\U)U(R\V)=R
eli R\ U tai R\ V on ylinumeroituva. Tamé on ristiriita, silld R\ U ja
R\ V olivat numeroituvia. Siis U NV # 0.

- (R, T) ei ole Hausdorff. O



Tehtdva 1:8: Olkoon X déreton avaruus, jonka kaikki dérettomét
osajoukot ovat avoimia. Osoita, ettd X on diskreetti.

Ratkaisu:

Olkoon a € X ja (x,)nen jono X:n pisteitd, jossa kaikki jonon jdsenet ovat
eri suuruisia, eli x; # z;, aina kun ¢ # j. Télldinen jono voidaan muodostaa,
koska X oli ddreton.

Merkitddn U = {a} U{zy : i € N} jaV ={a} U{zy_1 : i€N}eliU
sisaltda a:n lisdksi jonon parilliset jasenet ja V' parittomat. Koska U ja V'
ovat ddrettomid X :n osajoukkoja niin ne ovat avoimia. Siis my0s niiden
leikkaus U NV = {a} on avoin. Miké tahansa P(X):n joukko W voidaan
antaa muodossa W = (J{{a} : a € W} eli W on avointen joukkojen
yvhdisteens avoin.

.. X on diskreetti. [



