Topologia

Tehtavat 1:9-1:15

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2015 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtava 1:9: Olkoon X avaruus ja A C X. Todista:

(a) 00A C 0A.

(b) Jos A on suljettu, niin 00A = JA.

(¢) Aina 000A = JOA.

Osoita esimerkilla X =R, A = Q, ettd a-kohdassa ei aina pide yhtalo.

Ratkaisu:
(a) Lauseen 1.14(5) nojalla 00A = 0A \ intdA C OA.

(b) Halutaan edellisestd kohdasta int0A = CCOA = CX = 0. Tiimiin
osoittamiseksi tarkastellaan COA:aa. Nyt:
C9A = C(ANCA) = (CAUCCA) = CAUCCA = oxtA U ntA.

Toisaalta:
extA = (A = CA = CintA, joten:

X = CintAUintA C extAUintA = COA c X eli COA = X. Siis
00A = 0A \ intdA = 0A.

(¢) OA on aina suljettu, joten (b)-kohdan nojalla 000A = 00 A.

Olkoon z € Q ja U @ R x:n ympéristo. U sisiltdd vilin A =|a, b[, missi
a,b € R,a < b (katso esim. Lause 2.4). Vililli A on seki Q:n ettd CQ:n
pisteita, joten intQ = extQ = ) ja siis 0Q = R.

Lisiksi intR = R = R, joten 00Q = 9Q \ intdQ = R\ R = §. Siis
sisaltyvyys 00Q C 0Q on aito. [J



Tehtdvd 1:10: Olkoot A ja B avaruuden X erillisid avoimia osajoukkoja.
Osoita, ettd joukot intA ja int B ovat erillisia.

Ratkaisu:

Tissé todistuksessa ei tarvitse molempien joukkojen, A ja B, olla avoimia.
Oletetaan, ettd vain B on avoin.

Aluksi voidaan huomata, ettd Lauseen 1.14 kohdista (1) ja (8) seuraa, etté
jos U C V niin intU C intV. (*)

ANB =1, joten A C (B ja CB on suljettu. Lauseen 1.12(3) nojalla siis

A cCB. (*%

Nyt Lauseen 1.14(4) ja Lauseen 1.12(8) nojalla intANintB =CCANCCB =
CCAUCE) = CCAUCE) = CC(AN B) = int(A N B).

Téamén, (*):n ja (**):n avulla saadaan

intANintB = int(AN B) C int(CBN B) C intCB = CB.

Toisaalta intA NintB = int(AN B) C AN B C B, joten
intANintB € BNCB =0. O




Tehtédvi 1:11: Olkoot A ja B avaruuden X suljettuja osajoukkoja, joilla ei
ole sisépisteiti. Osoita, ettd joukolla AU B ei ole sisdpisteitd (tdmé on
vaatimaton adrellinen versio Bairen lauseesta 10.9).

Ratkaisu:

Tassa kiytetadn tehtdvia 1:13, joten katso se ensin, ja kiytetddn myos
tehtévin 1:10 tulosta ja sen (*)-kohtaa.

intA =CCA = () = int B = CCB, misti seuraa, ettd CA = (B = X eli joukot
CA ja CB ovat tiheiti, epityhjid ja avoimia. Osoitetaan, ettd myds joukko
CANCB on tihed. Tehdiin vastaoletus: on olemassa joukko V @ X,V # 0,
s.e. VNECANCB = 0. Koska CA on tihed niin V N CA # 0 ja lisiiksi V N CA
on kahden avoimen joukon leikkauksena avoin. Vastaoletuksen mukaan
joukot V N CA ja CB ovat erillisié. Siis tehtéiviin 1:10 ja sen (*)-kohdan
nojalla:

0 #VNCA=int(VNCA) Cint(VNCA) N X =int(VNCA) NintCB = 0,
miké on ristiriita.

Siis kaikilla V @ X,V # 0, patee VNCANCB # 0 eli CANCB = X. Tésti
seuraa, ettd int(A U B) = (CANCB =0X =0. O



Tehtéavi 1:12: Olkoot d ja e joukon X metriikkoja, ja olkoon
d(z,y) < e(z,y) kaikilla z,y € X. Osoita, ettd Ty C 7T..

Ratkaisu:

Ta={UCX : Ve eU3Ir>0s.e Byr,r) C U}, missi
Bi(z,r)={ye X : d(z,y) <r}.

Olkoon U € T3, U # 0, ja x € U. On olemassa sellainen r > 0 etti

By(z,r) C U. Olkoon z € B.(z,r). Nyt d(z,2) < e(z,x) < r, joten

z € By(x,r). Siis Be(z,r) C By(xz,r) C U. Tamé tarkoittaa, ettd U € T, eli
TaCT.. O



Tehtdva 1:13: Olkoon X avaruus ja A C X. Osoita, ettd seuraavat ehdot
ovat yhtapitavit:

(1) A on tihed X:ssé.

(2) A kohtaa X:n jokaisen avoimen epétyhjin osajoukon.

(3) intCA =0

Ratkaisu:
(1) & (3): A= X < intCA = CCCA =CA = 0.
(1) = (2): Olkoon B @ X ja B # (). Vastaoletus: AN B = ().

Vastaoletuksesta saadaan A C CB mistd Lauseen 1.12(3) nojalla saadaan
A=X clBc X eli (B = X, joten B =0, miki on ristiriita. Siis
ANB #0.

(2) = (1): Jos CA = 0 niin viite on selvi, joten oletetaan, ettd CA # 0.
Koska CA @ X niin (2): nojalla:

0 #4CANAcCAN A=, miki on ristiriita. Siis tiytyy olla CA = 0 eli
A=X.0O



Tehtdvd 1:14: Olkoon X joukko, jonka jokaista osajoukkoa A C X kohti
on annettu sellainen joukko A C X, ettd kohdassa 1.16 mainitut
Kuratowskin ehdot (K1)-(K4) ovat voimassa. Olkoon 7 niiden joukkojen

V C X kokoelma, joilla CV = CV. Todista:
(a) 7 on X:m topologia.
(b) Joukko A on A:n sulkeuma topologiassa T kaikilla A C X.

Ratkaisu:

Todetaan aluksi, ettd jos U C V niin U UV =V ja (K3):n nojalla
UcUUV =UUV = V. Saatiin siis tulos:

UcCcV=UcV ¥
T={vcx:Cv=CV}

(a) (T1): Olkoon V; € T,j € J, missé J on jokin indeksijoukko. (K1):n ja
(*)mm avulla saadaan

CUV,cCUV,= NCV; cTVi =CVi, missii k € J.

jeJ jeJ jeJ
Koska timé pitee kaikilla k € J niin [ CV; ¢ ) CV; =C U V;. Saatiin
jeJ jeJ jeJ
sisCUV,=CU Vieli UV, €T.
jeJ jeJ jed

(T2"): Olkoon U,V € T. Nyt (K3):mn nojalla:
ConV)=CUUuCV =CUuUlV =CU ULV =C(UNV)eliUNV €T.
(T3): (K1)m nojalla X € X C X eli X = X. Siis 0 = X = X = (0 eli

0 eT. (K4)mn nojallaCX =0 =0 =CXeli X € T.
.. T on X:n topologia.

(b) Merkitdén nyt A:n sulkeumaa topologiassa T merkinnélld clA ja
osoitetaan, ettdi A = clA. Ensinniikin (K2)m nojalla CCA = A = A = CCA,
joten CA € T eli A on T-suljettu. Siis A = clA. (K1):n nojalla A C A, joten
Lauseen 1.12(5) nojalla clA C clA = A. Toisinpiin sisiltyvyys saadaan
Lauseen 1.12(1):n ja (*):n avulla, koska CclA € T

AcCclAeli (*)m avulla A C clA = CCclA = CCclA = clA.
A=A O



Tehtéavi 1:15: Olkoon A, A, ... jono avaruuden X osajoukkoja. Jonon
(topologinen) lim sup on niiden pisteiden z € X joukko, joiden jokainen
ympéristd kohtaa A;:n ddrettomén monella indeksilld j € N. Jonon lim inf
on niiden pisteiden € X joukko, joiden jokainen ympéristé kohtaa A;:t
lukuunottamatta darellistd maarasd indekseja j, ts. jostakin indeksista

Jj = jo alkaen.

(a) Osoita, ettd ndmaé joukot ovat suljettuja.

(b) Osoita, ettd ne eivit muutu, jos joukot A; korvataan sulkeumillaan.
(c¢) Anna esimerkki tapauksesta, jossa

hm mfA = () # limsup A4;.

]—>OO

Ratkaisu:

(a) Lauseen 1.12(1) takia tarvitsee osoittaa vain sisiltyvyys

limsup A; C limsup A;, mistd véite heti seuraa.
Jj—o0 Jj—o0

Olkoon z € W ja olkoon U jokin x:n ympdristd. Nyt

U N lim sup Aj_;zo@. Olkoon y € U N limsup Aj, jolloin U on myds y:n
ympéilj’i:&.; ja liséksi y € limsup 4;. Siiii&O N A; # () ddrettoméan monella
indeksilld 7 € N. Siis x € lji?nozup Aj. Tésta seuraa, eftd limsup A; on
suljettu. = JHOO

Sen todistamiseksi, ettd liminf A; on myds suljettu korvataan edellisestd
Jj—00

tekstistd limsup A; — lim mf A;j ja "ddrettoman monella indeksilld 7 € N
j—o0 Jj—=
" "jostakin indeksistd j = j, alkaen".

(b) Téytyy osoittaa, ettd limsup A; = limsup 4; ja hm 1an = liminf A;.

j%oo j—o0 Jj—oo

Tarkastellaan ensin lim supia. Olkoon = € limsup A, Ja U jokin x:n
3 Jj—o0
ympéristd. Nyt ) # U N A; C U N A; dérettémén monella indeksilld j € N.
Siis « € limsup A;. Jotta saadaan toisinpdin sisdltyvyys, olkoon nyt
oo _
x € limsup A; ja U jokin x:n ympérist. Talloin U N A; # () dérettomén
j—00

monella indeksilld j € N. Olkoon tdma déreton indeksijoukko J C N.
Kaikilla j € J valitaan y(j) € U N A;, jolloin U on y(j):den ympéristo

kaikilla j € J. Koska y(j) € A; niin U N A; # () kaikilla j € J. Toisin



sanoen U N A; # () on tosi dérettomén monella indeksilld j € N, joten
x € limsup A;.

j—00

Taas tapaus liminf A; = liminf A; todistetaan samoin korvaamalla
Jj—o0 j—oo

edellisessé tekstissd lim sup A; — lim 1nf A; ja "ddrettomin monella
j—o00 =

indeksilld j € N "— "Jostakm 1ndek81sta j = jo alkaen".

(c) Olkoon X = N, topologia diskreetti 7" = 7;4 ja joukkojono
(A1, Ay, o) = ({11,0,{1},0,...), missd siis Ay, 1 = {1} ja Ay, = () kaikilla
n € N.

Jos € X niin {z} C X on z:n ymparisto ja {x} N Ay, = 0 kaikilla n € N.
Siis oli jo € N miké hyvénsé, niin koskaan ei pade ettd {z} N A; # () aina
kun j > jo eli jostakin indeksistd j = jo alkaen. Siis liminf A; = ().

Jj—o0
Toisaalta valitsemalla J = {2n — 1 : n € N} saadaan &éreton
indeksijoukko, ja jokaiselle 1:n ympéristolle U pétee 1 € U N A; eli
UNA;#( dérettomin monella indeksilld j € J. Siis 1 € limsup 4; eli
Jj—00
limsup A; # 0. O

Jj—0o0



