Topologia

Tehtavat 3:1-3:8

(Tehtéviinannot [mahdollisin pienin muutoksin| kirjasta Topologia II, Jussi
Viiséld, 2015 painos. Ratkaisut: Waves and Tensors)



Tehtéavi 3:1: Olkoon X avaruus. Funktio f : X — R on alaspdin
puolijatkuva, jos jokaista a € X ja jokaista lukua e > 0 kohti on olemassa
sellainen a:n ympéristd U, ettd f(x) > f(a) — € kaikilla z € U. Osoita, ettd
f on alaspéin puolijatkuva tarkalleen silloin, kun f on jatkuva kohdassa
1.2.8 esitetyn R:n topologian suhteen. Anna esimerkki alaspiin
puolijatkuvasta funktiosta, joka ei ole jatkuva.

Ratkaisu:
T ={la,00[: a e R}U{0} U {R}.
T on R:n erds topologia (tehtava 1:4).

Olkoon f alaspdin puolijatkuva. Olkoon a € X ja V' f(a):n ympéristo.
Oletetaan lisiksi, ettd V # () ja V # R. Siis on olemassa b € R s.e.

V =]b,00][. Olkoon € = f(a) — b > 0. Koska f on alaspéin puolijatkuva niin
on olemassa a:n ympdéristo U siten ettd f(z) > f(a) — € = b kaikilla z € U.
Siis fU C V eli f on jatkuva.

Olkoon f jatkuva ja olkoon a € X ja e > 0. Nyt f(a) € |f(a) — €, 00[€ T,
joten |f(a) — €, 00[ on f(a):m ympéristd. f:n jatkuvuuden nojalla on
olemassa a:n ympéristo U s.e. fU C |f(a) — €, 00][. Siis f(x) > f(a) — €
kaikilla x € U eli f on alaspéin puolijatkuva.

o f X — (R, T) on alaspiin puolijatkuva tarkalleen silloin kun f on
jatkuva.

0, kunz <0
Olkoon f : (R, Tiay) — (R, Tray), f(@) = ;
1, kuinx >0

missd Ti,y on Rin tavallinen topologia.

Selvisti f ei ole jatkuva O:ssa eli f ei ole jatkuva. Olkoon € > 0. f on
alaspdin puolijatkuva pisteissd a < 0, silld néissé pisteissd f(a) = 0 ja

f(x) >0—€e= f(a) — e = —e kaikilla x € R. f on alaspédin puolijatkuva
myo6s pisteissd a > 0 silld talloin f(a) =1 ja f(z) > 1 —€ = f(a) — € kaikilla
x €0, 00[€ Tiqy- Siis f on alaspéin puolijatkuva. O



Tehtéavi 3:2: Olkoon X avaruus, A C X ja f = x4 : X — R joukon A
karakteristinen funktio, ts. f(z) =1, kun 2 € A, ja f(z) =0, kun = ¢ A.
Osoita, etté

0A = {x € X : f on epijatkuva pisteessi x}.

Ratkaisu:

{z} = N[z —+, 2+ =] eli yksi6 on suljettu R:ssé.
neN

Olkoon a € intA C A. Talloin f(a) =1 ja tiedetddn, ettd fA = {1}. Olkoon
V jokin f(a):n eli 1:n ympéristo. Saadaan:

f(intA) C fA={1}C V.

Siis jokaista f(a) = 1:n ympéristdd V' kohti on olemassa a:n ympéristd int A
s.e. f(intA) C V. Siis f on jatkuva pisteissi a € intA.

Tapaus a € extA C (A, jolloin f(a) = 0 menee seuraavasti. Tiedetiiin, etti
fCA = {0}. Olkoon W jokin f(a):n eli O:n ympiristd. Saadaan:

FlextA) ¢ fCA = {0} c W.

Siis jokaista f(a) = 0:n ympéristéd W kohti on olemassa a:n ympéristd
extA s.e. f(extA) C W. Siis f on jatkuva pisteissi a € extA.

.. f on jatkuva int A U ext A:ssa.

Olkoon nyt a € 0A ja tehdéddn vastaoletus: f on jatkuva a:ssa. Koska

X = AUCA niin f(a) =0 tai f(a) = 1.

Tapaus f(a) = 0: Olkoon V' jokin 0:n ympéristo, jolloin my6s V' \ {1} on O:n
ymparisto. Koska f on jatkuva a:ssa niin on olemassa a:n ympéristo U s.e.

fU C V\ {1}. Kuitenkin koska a € A niin UN A # () (ja UNCA # 0). Siis:
fUNMA)={1} c fU CV \{1l}elil €V \ {1}, mikd on ristiriita.

Tapaus f(a) = 1 palautuu edelliseen tapaukseen, kun korvataan
01,1+ 0ja A CA.

Koska X = intA UextAUO0A ja f on jatkuva pisteissd intA U ext A saadaan
0A ={x € X : f on epijatkuva pisteessa x}. O



Tehtéavi 3:3: Olkoon X sellainen avaruus, etté jokainen kuvaus f: X — R
on jatkuva. Osoita, ettd X on diskreetti.

Ratkaisu:

Edellisessa tehtivissa 3:2 osoitettiin, ettd yhden pisteen joukko
(R, Tiay):ssa on suljettu.

1, kiny =2
0, kuny € X\ {z}

f:n jatkuvuudesta seuraa Lauseen 3.3(3) nojalla ettd f~1{0} = X \ {z} on
suljettu, mistdl seuraa ettd C(X \ {z}) = {z} on avoin.

Olkoon z € X ja f(y) = {

.. Kaikki joukot X:ssé ovat avoimia eli X on diskreetti. [J



Tehtidva 3:4: Osoita, ettéd vili [0, 1] voidaan jatkuvasti kuvata kahden
pisteen avaruudelle Y = {0, 1}, jonka avoimet joukot ovat ), {0} ja Y.

Ratkaisu:

Varustetaan véli [0, 1] jarjestystopologialla, jolloin se on avaruus.
0, kunz €10,1

FiD0.1] Y f) = 0.4
1, kinx =0

=0, 710} =]0,1] ja f~1Y =0, 1]. Néim# kaikki ovat avoimia, joten
Lauseen 3.3(2) nojalla f on jatkuva. OJ



Tehtidva 3:5: Yhtilo f(z) = —z médrittelee kuvauksen f: R — R. Tutki,
onko f jatkuva, kun seké lihddssi ettd maalissa on topologia Tpa.

Ratkaisu:
(R, Tpa) — (R, Tpa), f(z) = —x
f~~a,00[ =] — 00, a] kaikilla a € R.

Jos | — 0o, a] olisi avoin niin yhden pisteen joukko {a} =] — 00, a] N [a, 00|
olisi avoin eli Tpa = Tig, mikd on ristiriita.

Siis | — 00, a] ei ole avoin eli f ei ole jatkuva. O



Tehtéivi 3:6: Osoita, ettd projektio pr; : R? — R on avoin, mutta ei
suljettu kuvaus.

Ratkaisu:

pri: R = R,pri(z,y) ==

B = {]a,b[x]c,d[: a,b,c,d €]0,00[,a <b,c <d} on Tiyy:n erds kanta.
pri(Ja, b[x]e, d[) = |a, b, joka on avoin R:ssi, joten Lauseen 3.10 nojalla pry
on avoin kuvaus.

Merkitdin A = {(z,y) e R? : zy=1}ja f:R* > R, f(x,y) =2y — 1.
Selvésti f on jatkuva. Nyt {0} R, joten f:n jatkuvuuden ja Lauseen
3.3(3) nojalla A = f~1{0}@C R? eli A on suljettu R*ssa.

Kuitenkin priA = R\ {0}, miki ei ole suljettu R:ssé. Siis pry ei ole suljettu
kuvaus. [J



Tehtidva 3:7: Osoita funktion f(z) = xsinz avulla, ettei Lauseen 3.10
vastine esikannoille ole tosi.

Ratkaisu:
f R—=R, f(r)=xsinz

f'(xz) =sinz + zcosx

fl#)=0=2=—0 = _tang
Tarkastellaan vilid « € |0, 7[. Télloin © = — tan x vain kohdassa x¢ ~ 2. Siis
f10,w[ =10, z¢sinzg] eli f ei ole avoin kuvaus. Kuitenkin

f]—o00,a] = f]a,o00[ =R ovat avoimia R:ssi, joten Lauseen 3.10 vastine
esikannoille ei ole tosi. [



Tehtéavi 3:8: Olkoon f : R™ — RP sellainen jatkuva kuvaus, ettéi

|f(z)| = oo, kun || — oco. Osoita, ettid f on suljettu kuvaus. Osoita tdméin
avulla, ettd jokainen polynomi f : R — R on suljettu. Vihje. ratkaisussa
tarvitaan osan I tietoja kompaktiudesta.

Ratkaisu:

Olkoon UG R" jay € fU. Pyritidin osoittamaan, etti y € fU, misti heti
seuraa, ettd fU = fU eli ettd fU on suljettu ja siis f suljettu kuvaus.

Valitaan jono (y,)nen siten etté y, € fU N BP(y, %) kaikilla n € N, jolloin
Yn — y. Valitaan sitten jono (z,)nen s.e. yn = f(x,), missd siis x,, € U
kaikilla n € N.

Joukko fU N BP(y, %) on tietenkin epétyhji sulkeuman maaritelmén nojalla
ja rajoitettu kaikilla n € N. Lisiiksi fU N BP(y, 1) C BP(y, 1) kaikilla n € N.

Jos |x,| — oo, kun n — oo, niin | f(z,)| — 0o, mikd on mahdotonta, koska
f(z,) € BP(y, 1) kaikilla n € N. Siis joukko A = {z,, : n € N} on
rajoitettu.

On siis olemassa r > 0 s.e. A C B"(0,r) C B*(0,r) C B"(0,r + 1), joten
A c B"(0,7) C B"(0,7+ 1) eli A on my&s rajoitettu. A on tietysti myos
suljettu, joten se on kompakti. Koska U on suljettu, niin A C U. Lauseen
I.13.18 nojalla fA on kompakti eli suljettu. Nyt fA C fA eli

fAC fAC fU. Siis fA C fU.
Koska (f(zn))nen on fAm jono, jolle f(z,) — y niin Lauseen 1.11.6 nojalla
y € fAeliy e fU eli f on suljettu kuvaus.

n
Olkoon f:R — R, f(z) = Y axz”, missi n € N on polynomin aste.
k=0
Tiedetdédn, ettd lim f(x) = lim a,z", joten
T—F00 T—>=F00

‘1|im |f(z)] = | llim |a,||z"™| = oo. Liséksi tiedetaéin, ettd f polynomina on
xT T|—00

jatkuva R:ssé. Siis edellisen todistuksen nojalla f on suljettu kuvaus. Siis
jokainen polynomi on suljettu kuvaus. [J



